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Einleitung

Gegen Ende des letzten Jahrhunderts schlug der franzésische Mathematiker Henri Poincaré
einen neuen Weg bei der Untersuchung gewohnlicher Differentialgleichungen ein. Wahrend sich
ndmlich die Mathematiker vor ihm — angefangen mit Isaac Newton, dem “Erfinder” der Dif-
ferentialgleichung — hauptsichlich mit guantitativen Fragestellungen beschiftigt hatten, d.h.
mit expliziten Lésungsmethoden und mit der konkreten Form der Losungen, richtete Poincaré
sein Augenmerk auf qualitative Eigenschaften der Losungen einer gewdhnlichen Differential-
gleichung, d.h. etwa auf ihr asymptotisches Verhalten. Damit legte er den Grundstein fiir die
sogenannte qualitative Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen, die ohne Zweifel ein wich-
tiger Bestandteil der Mathematik des zwanzigsten Jahrhunderts ist und gegenwértig aus einer
relativ umfangreichen Ansammlung von Methoden und Techniken besteht, die (ohne Anspruch
auf Vollstindigkeit) mittels der Schlagworte Poincaré-Bendixon-Theorie, Lyapunov-Stabilitit,
Invarianz, Grenzmengen, Attraktoren, Lyapunov-Funktionen und Linearisierung charakterisiert
werden kann.

Wie der Titel der vorliegenden Arbeit bereits andeutet, wird im folgenden die letztgenannte
Methode der Linearisierung Gegenstand der Untersuchungen sein. Fiir den Fall nichtautonomer
Differentialgleichungen wird diese Methode von SELL [37] folgendermaflen beschrieben:

“Study the behavior of solutions of the linear equation y’ = A(t)y near y = 0, and
then show (if possible) that the solutions of the nonlinear equation

y' = A(t)y + F(y,1)

near y = 0 inherit the same behavior.”!

Fiir autonome Differentialgleichungen der Form
&= Az + F(z), (0.1)

mit einer d X d-Matrix A € R%*? und einer C'-Abbildung F : R? — R? mit F(0) = 0 und
DF(0) = 0, wurde dieses Programm in den letzten Jahrzehnten erfolgreich umgesetzt. Unter
anderem wurden dabei die folgenden beiden Ergebnisse bewiesen.

o Bezeichnet man die direkte Summe der verallgemeinerten Eigenrdume der Matrix A zu
Eigenwerten mit negativem, verschwindendem oder positivem Realteil jeweils mit E_, Eqg
oder E,, so ist hinlinglich bekannt, daB diese Unterrdume des IR? invariant beziiglich der
autonomen linearen Differentialgleichung

T = Az (0.2)

'Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, da die nichtlineare Differentialgleichung 3y’ = A(t)y + F(y,t) die triviale
Lésung besitzt, daB also die Identitit F(0,t) = 0 fiir beliebige ¢ erfiillt ist.
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sind, d.h. eine Losung von (0.2), die in einem dieser Raume startet, verbleibt fiir alle Zeit in
dem entsprechenden Unterraum — und gleiches gilt natiirlich auch fiir die beiden direkten
Summen E_ @ Ey und Ey & E, . Des weiteren konvergieren alle in E_ (beziehungsweise in
E,) enthaltenen Lésungen fiir t — oo (beziehungsweise fiir t — —oc0) exponentiell gegen 0,
und die dabei auftretenden “exponentiellen Konvergenzraten” werden von den Realteilen
der in der linken (beziehungsweise in der rechten) offenen Halbebene von C liegenden
Eigenwerte von A bestimmt.

Man verifiziert leicht, daB diese linearen Unterriume des R? im allgemeinen nicht mehr
invariante Mengen fiir die nichtlineare Ausgangsgleichung (0.1) sind. Es 148t sich jedoch
zeigen, daB in der Nihe der Ruhelage 0 fiinf (lokale) invariante Mannigfaltigkeiten fiir (0.1)
entstehen, die im Ursprung tangential zu E_, E_ @ Ey, Eo, Eo ® E bezichungsweise E
verlaufen und stabile, zentral-stabile, zentrale, zentral-instabile beziehungsweise instabile
Mannigfaltigkeit genannt werden, d.h. man erhilt nichtlineare Analoga zu den invarianten
Unterrdumen von (0.2). Dariiber hinaus konvergieren alle Losungen von (0.1), die auf der
stabilen Mannigfaltigkeit starten, fiir ¢ — oo exponentiell gegen die Ruhelage 0, wobei die
oben erwihnten exponentiellen Konvergenzraten erhalten bleiben. Analoges gilt auch fiir
Losungen, die auf der instabilen Mannigfaltigkeit starten?.

¢ Ein Linearisierungsresultat im wortwértlichen Sinn wurde um 1960 von HARTMAN [20, 21]
und GROBMAN [17, 18] bewiesen und ist heute als klassischer Satz von Hartman-Grobman
bekannt: Ist die obige Matrix A hyperbolisch, d.h. liegt keiner ihrer Eigenwerte auf der
imaginiren Achse, so existiert eine Nullumgebung U C R? und ein Hom&omorphismus
h:U — h{U) C R mit ~(0) = 0, der Losungen von (0.1) auf Losungen von (0.2)
abbildet, solange sie nur in U verlaufen — und umgekehrt. Geometrisch bedeutet dies,
daB das Phasenportrait der nichtlinearen Gleichung (0.1) in der Ndhe der Ruhelage 0
gerade das homdomorphe Bild des Phasenportraits von (0.2) in der Ndhe des Ursprungs
ist.

Leider besitzt die Methode der Linearisierung auch ihre Grenzen. So ist etwa die Hyperbolizitats-
voraussetzung im klassischen Satz von Hartman-Grobman tatséchlich erforderlich, wie man sich
an Hand der vier skalaren Differentialgleichungen

leicht iiberlegt. Anfang der siebziger Jahre zeigten PALMER [34] und SHOSHITAISHVILI [38, 39],
dafB im nicht-hyperbolischen Fall die oben angegebene Formulierung des klassischen Satzes von
Hartman-Grobman richtig bleibt, sofern man nur das lineare System (0.2) durch eine neue
nichtlineare Differentialgleichung ersetzt, die wenigstens noch “gréfitenteils” linear ist — nur ein
nichtlinearer Anteil, der der zentralen Mannigfaltigkeit (oder auch Zentrumsmannigfaltigkeit)
von (0.1) entspricht, bleibt stehen. Dieses Ergebnis, das verallgemeinerter Satz von Hartman-
Grobman genannt wird, pafit zwar nicht genau in den Rahmen der von Sell angegebenen De-
finition der Linearisierungsmethode, soll jedoch im folgenden trotzdem dazu gezdhlt werden,
da ja mittels eines teilweise linearisierten Systems Aussagen iiber die urspriingliche Gleichung

?Die Beweise dieser Aussagen findet man in der Monographie HIRsCH, PUGH, SHUB [26], sowie in fast jedem
Buch iiber gewdhnliche Differentialgleichungen, das sich mit der qualitativen Theorie beschiftigt, zum Beispiel in
AMANN [1, pp. 264ff] oder HARTMAN [22, Chapter IX]. Die obigen Bezeichnungen der fiinf klassischen invarianten
Mannigfaltigkeiten gehen auf KELLEY [28] zuriick.
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hergeleitet werden kénnen®. Ahnliches gilt auch fir das Mitte der sechziger Jahre bewiesene
Reduktionsprinzip von KELLEY [29] und PLiss [35], das Aussagen zur Stabilitdt der Ruhelage 0
von (0.1) unter Verwendung einer einfacheren Differentialgleichung macht.

Parallel zu dieser Linearisierungstheorie fiir autonome Differentialgleichungen entstand ei-
ne analoge Theorie fiir autonome Differenzengleichungen — und beide zusammen bilden einen
Teil der Theorie der dynamischen Systeme, die sich bekanntlich in zwei Klassen aufteilen las-
sen: Autonome Differentialgleichungen erzeugen kontinuierliche dynamische Systeme, wahrend
die diskreten dynamischen Systeme auf autonome Differenzengleichungen zuriickgehen. Da mit-
tels dynamischer Systeme unter anderem Bewegungsvorginge jeglicher Art modelliert werden
kénnen, ist es nicht weiter verwunderlich, dafl sie zahlreiche Anwendungen in auflermathemati-
schen Gebieten gefunden haben, und auch innerhalb der Mathematik sind dynamische Systeme
noch immer ein wichtiger Forschungsgegenstand.

In neuerer Zeit zeigt sich jedoch immer mehr, dafl die Modellierung gewisser “realer
Vorginge” durch dynamische Systeme nicht unbedingt befriedigende Ergebnisse liefern mu$.
Dies hat seinen tieferen Grund in der Tatsache, dafl reale Systeme hiufig sehr stark durch
Storeinfliisse aus der Umgebung beeinflut werden — und der Versuch der Einarbeitung all die-
ser Storeinfliisse in das modellierende dynamische System ist bei einem endlich-dimensionalen
Zustandsraum fast zwangsldufig zum Scheitern verurteilt. Erschwerend kommt noch hinzu, daf
genaues Datenmaterial iiber diese Storeinfliisse im allgemeinen nicht zur Verfiigung steht, viel-
leicht abgesehen von Haufigkeiten, mit denen gewisse Gruppen von Stéreinfliisssen auftreten.

Diese letzte Bemerkung deutet bereits an, dafl die Wahrscheinlichkeitstheorie ein geeigneter
Rahmen fiir die Modellierung der Stéreinfliisse sein konnte. Und in der Tat ist es mittels einer
Verbindung der Theorie der dynamischen Systeme und der Wahrscheinlichkeitstheorie méglich,
bei der mathematischen Modellierung eines realen Systems komplexe Stéreinfliisse zu integrie-
ren. Das dabei entstehende mathematische Objekt wird zufdlliges dynamisches System genannt.
Derartige Systeme wurden zuerst an der Universitit Bremen untersucht, und dabei konnten in
den vergangenen Jahren so grofle Fortschritte erzielt werden, dal man mittlerweile bereits von
einer Theorie zufilliger dynamischer Systeme sprechen kann.

Es wird das Hauptziel der vorliegenden Arbeit sein, Teile der eingangs erliuterten Linea-
risierungstheorie auf zufillige dynamische Systeme zu iibertragen. Dabei werden dann sowohl
bekannte Ergebnisse (wie zum Beispiel die Existenz zufilliger invarianter Mannigfaltigkeiten,
die bereits in den Arbeiten von CARVERHILL [14], BOXLER [12] und DAHLKE [15] behandelt
wurde) mittels neuer Beweise teilweise reproduziert, als auch neue Ergebnisse hergeleitet (et-
wa die zufilligen Versionen der Sitze von Hartman-Grobman). Aus beweistechnischen Griinden
miissen dazu jedoch zunichst zufdllige nichtautonome Differenzen- und Differentialgleichungen
genauer untersucht werden — in Fortfiihrung und Erweiterung der Arbeit [41]. Im einzelnen ist
diese Dissertation folgendermafien aufgebaut.

Das erste Kapitel ist der Untersuchung zufélliger nichtautonomer Differenzengleichungen
gewidmet. Nach einer kurzen Wiederholung und Zusammenstellung benétigter Begriffe und Er-
gebnisse im ersten Abschnitt, wird in den nichsten beiden Abschnitten ein Existenzsatz fiir
zufillige invariante Faserbiindel bei zufilligen nichtautonomen Differenzengleichungen bewiesen.

3Neuere Beweise des verallgemeinerten Satzes von Hartman-Grobman fiir den autonomen Fall findet man in
KIRCHGRABER, PALMER [30], und fiir den Fall nichtautonomer Differential- und Differenzengleichungen in den
Arbeiten HILGER [24, 25], sowie in [41].

*Fiir einen Uberblick sei auf die Arbeit ARNOLD, CRAUEL [4] verwiesen. Grofie Teile der Theorie werden in
dem Buch ARNOLD [2] enthalten sein.
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Zu diesem Zweck wird im zweiten Abschnitt — in Anlehnung an die Arbeit [41] — zuné&chst der
Begriff der quasibeschrinkten Lésung eingefiihrt, der fiir das gesamte erste Kapitel von funda-
mentaler Bedeutung ist. Des weiteren werden noch vier Lemmata bewiesen, die Aussagen zur
Existenz und Eindeutigkeit derartiger Losungen machen. Damit kann dann im dritten Abschnitt
die Existenz zweier zufilliger invarianter Faserbiindel gezeigt werden, die im Grunde genommen
zufillige nichtautonome Analoga der eingangs erwidhnten invarianten Mannigfaltigkeiten sind.

Mit diesem Existenzsatz ist bereits ein grofier, wenn nicht gar der grofite Schritt in Richtung
Linearisierungstheorie zufélliger nichtautonomer Differenzengleichungen vollzogen, denn die Er-
gebnisse der weiteren Abschnitte des ersten Kapitels sind mehr oder weniger geometrisch leicht
vorstellbare Folgerungen aus diesem Satz. So wird im vierten Abschnitt durch mehrfache Anwen-
dung des Satzes die Existenz zweier Hierarchien® zufilliger invarianter Faserbiindel bewiesen,
wie auch zahlreicher weiterer zufilliger invarianter Faserbiindel. Damit stehen dann unter ande-
rem auch die zufélligen nichtautonomen Analoga der zu Beginn dieser Einleitung beschriebenen
fiinf klassischen invarianten Mannigfaltigkeiten zur Verfiigung.

Im fiinften Abschnitt wird das asymptotische Verhalten beliebiger Lésungen untersucht, in-
dem jeder Losung der betrachteten nichtlinearen Differenzengleichung auf kanonische Art und
Weise Losungen auf den Hierarchiefaserbiindeln zugeordnet werden, die sogenannten asymptoti-
schen Phasen. Richtig interpretiert liefert das unmittelbar eine zuféllige nichtautonome Version
des Reduktionsprinzips.

Zum Abschluf des ersten Kapitels werden dann im siebten Abschnitt die beiden Sitze von
Hartman-Grobman fiir zufillige nichtautonome Differenzengleichungen bewiesen, nachdem im
sechsten Abschnitt ein darauf hinfiihrendes Ergebnis zur Entkopplung zufilliger nichtautonomer
Differenzengleichungen angegeben wird.

Das sich anschlieflende zweite Kapitel ist v6llig analog zum ersten Kapitel aufgebaut, nur
werden jetzt zufillige nichtautonome Differentialgleichungen behandelt. Da sich hierbei die Be-
weistechniken des ersten Kapitels — insbesondere ab dem vierten Abschnitt — ohne allzu grofle
Anderungen iibernehmen lassen, werden einige Beweise im zweiten Kapitel entweder nur grob
skizziert, oder gar nicht eigens angegeben. Beiden Kapiteln ist gemeinsam, da unter relativ
starken Voraussetzungen an den nichtlinearen Anteil der betrachteten Gleichungen globale Er-
gebnisse hergeleitet werden. Ferner wird stets mit Normen gearbeitet, die von der Zeit und vom
Zufall abhéngen. Dies liegt daran, dal beide Kapitel — wenn sie auch fiir sich genommen durch-
aus interessante Ergebnisse enthalten — maflgeschneidert sind fiir die Anwendung auf zufillige
dynamische Systeme.

Diese Anwendung ist dem dritten Kapitel der Arbeit vorbehalten. Es beginnt mit einer kurzen
Einfiihrung in die Theorie der zufilligen dynamischen Systeme, in der neben den grundlegenden
Definitionen die Diskussion linearer zufilliger dynamischer Systeme naturgemifl an vorderster
Stelle steht — denn ohne fundiertes Wissen iiber lineare Systeme wire eine Linearisierungstheo-
rie natiirlich undenkbar. Von fundamentaler Bedeutung ist hierbei der multiplikative Ergodensatz
von OSELEDETS [32], der vor genau 25 Jahren bewiesen wurde und das asymptotische Verhal-
ten linearer zufélliger dynamischer Systeme mit Hilfe der sogenannten Lyapunov-Ezponenten
beschreibt. Er erméglicht die Konstruktion zufélliger Normen, die bei der Anwendung der Er-
gebnisse der ersten beiden Kapitel benttigt werden. Abgerundet wird der erste Abschnitt des
dritten Kapitels durch einige Bemerkungen zum Begriff der Quasibeschrénktheit von Abbildun-
gen und einem Resultat, das die Blockdiagonalisierung linearer zufilliger dynamischer Systeme

®Im deterministischen autonomen Spezialfall geht die Existenz dieser Hierarchien auf AULBACH [10] zuriick.
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gestattet.

Nach diesen Vorbereitungen kann nun mit der Entwicklung einer Linearisierungstheorie fiir
zufillige dynamische Systeme begonnen werden — und der zweite Abschnitt des dritten Ka-
pitels ist den diskreten zufilligen dynamischen Systemen gewidmet. Zu diesem Zweck wird in
einem leichten Lemma zunéchst die Klasse der zufilligen nichtautonomen Differenzengleichungen
beschrieben, die durch ihre allgemeine Loésung tatsichlich ein diskretes zufilliges dynamisches
System erzeugen®. Danach koénnen dann endlich, nach einer Auflistung der fiir den gesamten
Abschnitt geltenden Voraussetzungen an das betrachtete diskrete zuféllige dynamische System,
die Ergebnisse des ersten Kapitels iibertragen werden — und man erhélt somit zuféllige Versio-
nen aller zu Beginn dieser Einleitung erwidhnten Ergebnisse der Linearisierungstheorie. Hierbei
fallen sogar fiir den deterministischen Spezialfall Resultate ab, d1e in der Literatur anscheinend
in dieser Form noch nicht behandelt wurden:

¢ Einerseits kann gezeigt werden, daf§ sich innerhalb der stabilen (beziehungsweise der in-
stabilen) Mannigfaltigkeit, die ja im allgemeinen noch weitere invariante Untermannigfal-
tigkeiten enthilt, die “meisten” Losungen fiir ¢ — oo (beziehungsweise fiir t —» —o0) ganz
speziellen Untermannigfaltigkeiten “tangential” anndhern,

e zum anderen zeigt sich, dal der Homdomorphismus in den Sitzen von Hartman-Grobman
so gewdhlt werden kann, daf} die invarianten Mannigfaltigkeiten bijektiv auf ihre entspre-
chenden linearen Analoga abgebildet werden.

Vollig analog zur Vorgehensweise des zweiten Abschnittes konnte man jetzt die Ergebnisse des
zweiten Kapitels auf kontinuierliche zuféllige dynamische Systeme anwenden. Teils aus Platz-
griinden, teils aus Griinden, die zu Beginn des dritten Abschnittes angegeben werden, wird dies
jedoch nicht weiter ausgefiihrt. Statt dessen wird der kontinuierliche Fall direkt auf den bereits
behandelten diskreten Fall zuriickgefiihrt — und so erhilt man die gewiinschten Linearisierungs-
resultate auch fiir kontinuierliche zufillige dynamische Systeme.

Wiéhrend im zweiten und dritten Abschnitt nur globale Ergebnisse bewiesen wurden, wird
im darauf folgenden vierten Abschnitt demonstriert, wie sich daraus lokale Ergebnisse ablei-
ten lassen. Dies wird zunichst fiir eine groBe Klasse diskreter zufilliger dynamischer Systeme
ausgefiihrt, bevor im Anschluf daran kontinuierliche zuféllige dynamische Systeme behandelt
werden, die von zufélligen Differentialgleichungen herrithren. Um dabei wirklich aussagekriftige
Resultate zu erhalten, muf} eine sehr feine, aber relativ aufwendige Abschneidetechnik verwendet
werden.

Der letzte Abschnitt des dritten Kapitels enthilt schliefllich eine Version des verallgemeiner-
ten Satzes von Hartman-Grobman fiir parameterabhingige zufillige dynam1sche Systeme, wie
er fiir Anwendungen in der Bifurkationstheorie benétigt wird.

Den Abschlufl der Arbeit bildet ein kurzer Anhang, in dem einerseits einige, in den ersten
beiden Kapiteln benétigte Hilfsergebnisse bewiesen werden, und andererseits — aus Griinden
der Vollstandigkeit — ein globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir zuféllige nichtautonome
Differentialgleichungen angegeben wird.

®An dieser Stelle dringt sich vermutlich die Frage auf, warum man im ersten Kapitel allgemeine zufillige
nichtautonome Differenzengleichungen behandelt, und sich nicht von vornherein auf die kleinere Klasse der Glei-
chungen zuriickzieht, die wirklich zufillige dynamische Systeme erzeugen. Die Antwort auf diese Frage ist einfach:
Es ist prinzipiell unméglich, die Beweise des ersten Kapitels innerhalb dieser kleineren Klasse zu fiihren, denn im
allgemeinen wird die Gleichung (1.44) in Lemma 1.5.1 nicht mehr in dieser Klasse liegen!
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Einige generelle Bemerkungen sollen diesen Uberblick beenden. In der vorliegenden Arbeit
werden nur Aussagen beziiglich Stetigkeit oder Lipschitz-Stetigkeit gemacht, d.h. es fehlen etwa
Resultate zur Differenzierbarkeit der konstruierten zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten®.
Der Grund dafiir ist in der Tatsache zu finden, dal das Hauptziel dieser Dissertation der Beweis
der Sitze von Hartman-Grobman fiir zufillige dynamische Systeme war — und der in die-
sen Sitzen auftretende Hom6omorphismus ist bekanntlich im allgemeinen nicht differenzierbar,
selbst bei differenzierbaren Ausgangssystemen. All die anderen Linearisierungsresultate wurden
in die Arbeit aufgenommen, da sie auf dem Weg dorthin in natiirlicher Weise als “Nebenpro-
dukte” abfallen.

Beim Verfassen der Arbeit wurde besonderer Wert darauf gelegt, sie in sich méglichst ge-
schlossen zu halten. Deshalb werden alle bendtigten Definitionen und Resultate entweder explizit
angegeben oder zitiert. Ferner werden auch Zwischenschritte (wie zum Beispiel Mefibarkeitsbe-
weise) relativ ausfiihrlich angegeben — hiufig jedoch in Fufinoten, um den Leseflu nicht unnétig
zu unterbrechen.

Zu guter Letzt m6chte ich noch denen danken, die am Entstehen dieser Arbeit in der einen
oder anderen Form beteiligt waren: Herrn Prof. Dr. Ludwig Arnold, der auf einem DMV-Seminar
den Anstof zu der Arbeit gab und entscheidende Hinweise und Bemerkungen beisteuerte, Herrn
Prof. Dr. Bernd Aulbach, der die Betreuung an der Universitit Augsburg {ibernahm und mir
stets mit Anregungen zur Seite stand, Herrn Prof. Dr. Fritz Colonius, der reges Interesse am
Fortgang der Arbeit zeigte, sowie den Herren Gotz Grammel, Marco Holzmann und Dr. Stanis-
laus Maier, die Teile des Manuskripts lasen und wertvolle Hinweise gaben. Des weiteren danke
ich der Universitdt Augsburg und der Deutschen Forschungsgemeinschaft, die durch ein Dok-
torandenstipendium im Rahmen des Graduiertenkollegs “Mathematik — Analyse, Optimierung
und Steuerung komplexer Systeme” die finanzielle Grundlage fiir diese Arbeit geschaffen haben.

"Dazu vergleiche man die bereits erwihnten Arbeiten von BOXLER [12] und DAHLKE [15].



Kapitel 1

Zufiallige Differenzengleichungen

1.1 Grundlegende Begriffe und Definitionen

Wie bereits erwahnt wurde, wird in diesem ersten Kapitel eine Linearisierungstheorie fiir nicht-
autonome zufillige Differenzengleichungen entwickelt. Deshalb sollen zundchst einige grundle-
gende Tatsachen iiber derartige Gleichungen wiederholt, sowie die im Rahmen dieser Arbeit
verwendete Notation angegeben werden.

Eine Teilmenge I C Z heifit diskretes Intervall beziehungsweise Z-Intervall, falls sie der
Durchschnitt eines gewShnlichen reellen Intervalls mit der Menge Z ist. I heifit nach rechts un-
beschrdnkt, falls entweder I = Z oder I = {k € Z : k > Ko} fiir ein ko € Z gilt. Ahnlich lassen
sich nach links unbeschrinkte Intervalle definieren. Da im folgenden ein eventuell existieren-
des Maximum von I leichte Unsymmetrien hervorruft, definiert man noch ein I zugeordnetes
diskretes Intervall, und zwar

= I'\{maxI} , falls das Maximum von I existiert
T I , falls I nach rechts unbeschrinkt ist .

Fiir nach rechts unbeschrinkte Intervalle ist die Einfiihrung von I* also ohne Bedeutung — und
die Ergebnisse der nichsten Abschnitte behandeln sowieso meistens den Fall I = Z (abgesehen
von einigen Beweisen).

Seien nun I C Z ein beliebiges diskretes Intervall mit I* # @, (2, F) ein Mefraum (im Sinne
von BAUER [11, p. 39]) und P ein beliebiger Parameterraum; ferner sei f : I* x @ x R x P — R4
eine beliebige Abbildung. Dann heifit eine Gleichung der Form

Tr41 = f(k,w, 2k, p) (1.1)

(nichtautonome) parameterabhingige Differenzengleichung (mit Parametern w und p). Fiir festes
w € N und p € P heifBt eine Abbildung X : J — RRY, die auf einem nichtleeren diskreten Intervall
J C I definiert ist, w, p-Lésung von (1.1), sofern fiir alle k € J* die Identitat

Ak +1) = f(k,w, A(),p)

giltl. Eine Beziehung der Form '
xno = EO (1'2)

!Man beachte, daBf im Fall J* = @, d.h. falls J einpunktig ist, jede Abbildung A : J — R? eine w, p-Lésung
von (1.1) ist.
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mit festem ko € I und & € R? heifit wie iiblich Anfangsbedingung zu (1.1) — und eine Losung
A :J — RY l6st das Anfangswertproblem (1.1), (1.2), falls ko € J und A(ko) = & erfiillt sind.

Offensichtlich existiert bei gegebenem ko € I, & € R%, w € Q und p € P die w, p-Lésung
des Anfangswertproblems (1.1), (1.2) auf dem diskreten Intervall {k € I : k > Ko} und ist dort
eindeutig bestimmt. Diese Loésung 148t sich rekursiv wie folgt angeben:

. . £0 fir k= Ko
/\(k, Ko’w,&)’p) - { f(k - 1,“’7 ’\(k - 1; Ko, w, €07p),p) fir k> Ko (13)
Ist dariiber hinaus die Abbildung f(k,w,-,p) fiir beliebige k € I*, w € @ und p € P bijektiv,
so existiert zu jedem beliebigen Anfangswertproblem eine eindeutig bestimmte w, p-Lésung auf
ganz I, und zwar:

o fir k= ko
A(k; Koyw, &0, p) : =1 f(k = 1,w, A(k — 1; ko,w, &0, P), D) fir k>ko . (1.4)
f—l(k7w’ A(k +1; KOi"”)&OaP)aP) fir k< Ko

Dabei wurde die inverse Abbildung von f(k,w, -, p) mit f~1(k,w, -, p) bezeichnet. In beiden Fillen
nennt man die Abbildung A die allgemeine Losung der Differenzengleichung (1.1) (im Sinne von
(1.8) oder (1.4)). Es 138t sich leicht nachpriifen, daB die allgemeine Losung der Identitét

Ak2; kyw, €,p) = A(kz; k1, w, A(k1; K, w, €, P),P) (1.5)

geniigt, fiir alle x,ky,k, € I, w € Q, € € R% und p € P, wobei im nichtinvertierbaren Fall noch
k < ky <k vorausgesetzt werden mufl.

Bis jetzt wurden noch keine Voraussetzungen beziiglich Mefibarkeit oder Stetigkeit der Ab-
bildung f angegeben. Sei dazu im folgenden P ein metrischer Raum und B die o-Algebra seiner
Borelschen Mengen. Ist dann die Abbildung f mefibar, so heifit die Gleichung (1.1) zuféllige
Differenzengleichung (mit Parameter p € P). Es kann leicht gezeigt werden, dafl die allgemeine
Losung A im Sinne von (1.3) genau dann meflbar ist, wenn dies auf die Abbildung f zutrifft.
Ist ferner f(k,w,-,p) sogar bijektiv fiir alle k € I*, w € Q und p € P, so ist die allgemeine
Losung im Sinne von (1.4) genau dann mefBbar, wenn sowohl f als auch die oben definierte
Abbildung f~1 : I* x @ x R? x P — R? meflbar sind. In beiden Fillen heift der stochasti-
sche ProzeB (A(k;ko,+,&0,P))kes, mit J = {k € I : k > Ko} oder J = I , die p-Ldsung des
Anfangswertproblems zy41 = f(k,w, 2k, p), Zx, = €o-

Was die Stetigkeit der allgemeinen Losung beziiglich der letzten beiden Variablen angeht,
erhilt man leicht die folgenden Aussagen: Die allgemeine Losung im Sinne von (1.3) ist genau
dann stetig in den letzten beiden Variablen, wenn die Abbildung f(k,w, -, ) fiir beliebige k € I*
und w €  stetig ist. Ist dariiber hinaus f(k,w,,p) fiir alle k € I*, w € @ und p € P bijektiv, so
ist die allgemeine Lsung im Sinne von (1.4) genau dann stetig in den letzten beiden Variablen,
wenn dies fiir f und f~! gilt.

Nach diesen grundlegenden Bemerkungen soll nun auf der Klasse der zufilligen Differenzen-
gleichungen ein Aquiva.lenzbegriﬁ' eingefiihrt werden, der in spiteren Abschnitten — um genau
zu sein, in Abschnitt 1.6 beziehungsweise Abschnitt 1.7 — noch zu eingehenden Untersuchungen
Anlaf} geben wird. Dieser Begriff ist eine nichtautonome Version der sogenannten “topologischen
Aquivalenz”, wie sie etwa in dem Buch von IRWIN [27, p. 32] definiert wird. (Man vergleiche
dazu auch Abbildung 1.1.)
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fl("‘;_l,wa') IR,d fl(ﬁ)w7') IR,d f](K,+1,0J,')
H(k,w,-) Hk+1l,w,-)
f2(K_1’w") ]R,d f2(’§1wa') ]R,d f2(5+1,w7')

Abbildung 1.1: Zur Definition der topologischen Aquivalenz

Definition 1.1.1 Gegeben seien zwei zufillige Differenzengleichungen

try1 = fi(k,w,zk) (1.6)

und

Tky1 = fo(k,w, zi) (L.7)

mit einem diskreten Intervall I C Z (mit I* # 0) und meflbaren Abbildungen f1, fo : I* X Q X
R? — R4, Dann heifien die Gleichungen (1.6) und (1.7) topologisch dquivalent vermége H,
wenn es eine Abbildung H : I x @ x R? —» R? mit folgenden Eigenschaften gibt:

(a) Fir beliebige k € I und w € Q ist die Abbildung H(k,w, ) ein Homéomorphismus auf dem
R?, mit Umkehrabbildung H='(k,w,-), und die Abbildungen HH™' : I x Q x R — R4
sind mefSbar.

(b) Fir jede beliebige w-Lisung p von (1.6) ist die Abbildung H(-,w, u(:)) eine w-Lésung der
Gleichung (1.7).

(c) Fiir jede beliebige w-Lésung v von (1.7) ist die Abbildung H'(-,w,v(-)) eine w-Ldsung
von (1.6).

Man kann sich leicht iiberlegen, dafl in der obigen Definition die Bedingung (c) automatisch
erfiillt ist, wenn (@) und (b) gelten. Das nun folgende einfache Lemma wird sich spéter als sehr
niitzlich erweisen.

Lemma 1.1.2 Gegeben seien zwei verméoge H topologisch dquivalente, zufillige Differenzenglei-
chungen

Tr41 = fl(k')w, il:k) (1'8)

und

Tr41 = fa(k,w, z) (1.9)

mit einem diskreten Intervall I C Z (mit I* # 0) und mefbaren Abbildungen fi,fp : I* X Q X
RY — R, Ezistiert dann die allgemeine Lésung von (1.8) im Sinne von (1.4), ist sie mefbar,

und auch noch stetig beziiglich der letzten Variablen, so gilt dies auch fir die allgemeine Losung
von (1.9).
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Beweis: Unter Verwendung von Definition 1.1.1(c) erhilt man fiir beliebige x € I*, w €  und
¢ € R? die Identitit

H™ Y (k+ L w, fa(k,w, ) = fi(k,w, H(k,w,£)),

oder

f2(K,w,£) = H(K' + l,w’ fl(nyw’H_l(K"w,é))) .

Damit ist fo mefibar, und die Abbildungen f(x,w,-) sind bijektiv und stetig, fiir alle k € I*
und w € Q. Beachtet man nun noch die fiir beliebige x € I*, w € Q und ¢ € R giiltige Identitat

so folgt leicht die Behauptung. %

Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen, daf der obige Begriff der topologischen
Aquivalenz zufilliger Differenzengleichungen, der ja in der Tat eine Aquivalenzrelation liefert,
im Hinblick auf die Klassifikation von nichtautonomen zufilligen Differenzengleichungen ziem-
lich nutzlos ist! Man iiberlegt sich ndmlich leicht, dafl zum Beispiel zwei Differenzengleichungen
bereits dann topologisch dquivalent sind, wenn ihre allgemeinen Lésungen im Sinne von (1.4) exi-
stieren, und wenn diese Losungen mefibar sind, sowie stetig beziiglich der letzten Variablen. Was
den Begriff dennoch interessant macht ist die Tatsache, dal die Konstruktionen der Abschnit-
te 1.6 beziehungsweise 1.7 weitergehende Aussagen iiber die in Definition 1.1.1 auftauchende
Abbildung H erlauben. Speziell werden sich eventuelle Periodizititseigenschaften der Differen-
zengleichung beziiglich der Variablen k£ auf die Abbildung H iibertragen, d.h. im autonomen Fall
etwa ist H unabhingig von k. Damit erhdlt man dann Aussagen, die die autonome Situation
echt verallgemeinern.

Zum Abschluf dieses einleitenden Abschnittes soll noch kurz auf lineare zufillige Differen-
zengleichungen eingegangen werden. Dazu sei I C Z wieder ein diskretes Intervall mit I* # 0,
und (Q, F) sei ein beliebiger Mefiraum. Ferner seien A : I* x @ — GL(R?) und b : I* x Q@ — R4
beliebige Abbildungen. Dann heifit die Differenzengleichung

i1 = A(k,w)zx + b(k, w) (1.10)

(inhomogene, nichtautonome) lineare Differenzengleichung, mit Parameter w. Die zugehdrige
homogene lineare Differenzengleichung ist gegeben durch

Tkt = A(k,w)zk (1.11)

Wegen der vorausgesetzten Invertierbarkeit der linearen Abbildungen A(k,w) existiert zu jeder
Anfangsbedingung eine eindeutig bestimmte w-Lésung von (1.10) beziehungsweise (1.11) auf
ganz I, d.h. die allgemeinen Losungen dieser Gleichungen existieren im Sinne von (1.4).

Um die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung (1.11) iibersichtlich angeben zu konnen,
bedient man sich der sogenannten Ubergangsabbildung ®(m,n,w). Diese ist rekursiv definiert
durch

idga fir m=n
®(m,n,w):= A(m-1l,w)o...0A(n,w) fiir m>n
A(m,w) lo...0A(n—1Lw)™ ! fir m<n
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fiir beliebige m,n € I und w € Q. Die allgemeine Losung von (1:11) lautet dann natiirlich
A(k) Ko, W, €0) = Q(]‘77""'0,"")60 .

Die folgenden Eigenschaften der Ubergangsabbildung folgen unmittelbar aus der obigen Defini-
tion:

d(k+1,mw) = Ak,w)®(k,m,w),
®(k,m,w) ®(k,n,w)®(n,m,w),
&(k,m,w)™? ®(m,k,w),

I

wobei m,n,k € I und w € Q beliebig sind.
Nun 148t sich auch die allgemeine Lésung der inhomogenen Differenzengleichung (1.10) ex-
plizit angeben. Die Formel der Variation der Konstanten lautet im diskreten Fall:

éo fiir k= ko
k=1
Ak Ko, @, £) = ®(k, ko, w)bo + i=2~o B(k,i+ 1L,w)b(i,w) fir k> Ko ' (1.12)

Ko—1
®(k, ko, w)o — OZ ®(k,i+ 1,w)b(l,w) fir k< kKo
i=k .

Diese Formel ist, zusammen mit einer diskreten Version des bekannten Gronwall-Lemmas, fiir
die Entwicklung der nun folgenden Theorie unentbehrlich?.

Sind nun abschliefiend die Abbildungen A und b mefibar, so nennt man (1.10) beziehungsweise
(1.11) eine lineare zufdillige Differenzengleichung. In diesem Fall ist auch die Ubergangsabbildung
& : I x I xQ— GL(IR%) meBbar, denn wegen der Stetigkeit der Inversenbildung in GL(RY) ist
die Abbildung

{zm - GL(RY)
(kyw) — A(k,w)™!

natiirlich mefibar.

1.2 Quasibeschrinkte Losungen

In diesem Abschnitt soll der Grundstein fiir die weitere Entwicklung der Theorie gelegt wer-
den. Es wird sich bald zeigen, dafl es von fundamentaler Bedeutung ist, eine spezielle Klasse
von Losungen zufilliger Differenzengleichungen auszuzeichnen und zu studieren. Diese Klasse
der sogenannten quasibeschrinkten Lésungen ist durch ihr asymptotisches Wachstumsverhalten
charakterisiert. Fiir die Anwendung der Ergebnisse des vorliegenden ersten Kapitels auf zufillige
dynamische Systeme (man vergleiche dazu Kapitel 3) ist es dabei unumginglich, nicht nur mit
einer einzigen festen Norm auf dem zugrunde liegenden Phasenraum RR? zu arbeiten, sondern
vielmehr mit einer Familie von Normen, die sowohl von der (diskreten) Zeit, als auch vom Zufall
abhingen. In der nun folgenden Definition sollen diese Begriffe prézise eingefiihrt werden.

?Der leichte Induktionsbeweis von (1.12) — wie auch die erwihnte diskrete Version des Gronwall-Lemmas —
ist in Abschnitt 2.1 der Arbeit [41] zu finden.
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Definition 1.2.1 Sei (2, F) ein beliebiger Mefiraum und || - ||xw, k € Z, w € Q, eine Familie
von Normen auf dem R, so daf8 die Abbildung

{ZXQXIRd - RE

(k,w,z) = ||$||k,w

mepbar ist. Sei weiter I C Z ein diskretes Intervall, u : I — RR? eine beliebige Abbildung und
v € Rt eine positive Konstante.

(a) p heift yt-quasibeschrinkt (beziiglich w € Q), falls I nach rechts unbeschrinkt ist und
die folgende Abschditzung fiir ein k € I gilt3:

sup{y ¥ [|u(k)llkw : k> &,k € I} < 00
In diesem Fall definiert man ||p||¥ . := sup{y~F||p(k)|lkw : k > &,k € I}.

(b) p heift y~-quasibeschrankt (beziiglich w € Q), falls I nach links unbeschrinkt ist und die
Abschdtzung
sup{y ¥ |u(k)|lkw : k < K,k € I} < 00

fiir ein k € I erfillt ist. In diesem Fall wird das Supremum mat ||u||; , ., bezeichnet.

(c) Schlieflich heifit u vy-quasibeschriankt (beziiglich w € Q), falls I = 7Z ist und p der Unglei-
chung
sup{y~¥||p(k)llkw : k € Z} < 0

geniigt. Man definiert dann ||p||w,y := sup{y~*||u(k)||kw : k € Z}.

Einige einfache Bemerkungen sollen diese zentrale Definition ergdnzen. Zunéchst ist eine Abbil-
dung u : Z — R offensichtlich genau dann y-quasibeschrinkt beziiglich w, wenn es eine reelle
Konstante C' > 0 gibt, so da8 fiir alle k¥ € Z die Abschitzung

lla(k)llkw < C7*

gilt — und die kleinste Zahl C mit dieser Eigenschaft ist gerade ||u||w . Mit anderen Worten: Ei-
ne Abbildung ist genau dann y-quasibeschrankt, wenn sie “asymptotisch nicht schneller wachst”
als die Exponentialfunktion v*. (Ahnliche Charakterisierungen lassen sich natiirlich auch fiir die
iibrigen beiden Quasibeschrinktheitsbegriffe angeben.) Es sei jedoch noch einmal ausdriicklich
darauf hingewiesen, daf8 nicht eine feste Norm auf dem R? verwendet wird, sondern vielmehr
eine Familie von Normen, die sowohl von der Zeit, als auch vom Zufall abhdngen!

Wie bereits eingangs erwihnt wurde, miissen zunichst einige Aussagen iiber quasibeschrank-
te Losungen zufilliger Differenzengleichungen hergeleitet werden. Den Anfang macht das folgen-
de Lemma. Es gibt Bedingungen an, unter denen gewisse nichtlineare zufillige Differenzenglei-
chungen eine eindeutig bestimmte 4~ -quasibeschrénkte w-Losung besitzen. Dariiber hinaus wird
die mefibare und die stetige Abhingigkeit dieser Lésung von einem Parameter untersucht. (Im
Hinblick auf spiatere Anwendungen werden im folgenden Lemma zuerst deterministische Diffe-
renzengleichungen behandelt, die von zwei Parametern w und p abhingen. Erst danach kommen
die zufilligen Differenzengleichungen zum Zuge.)

3Trivialerweise gilt die Abschitzung dann auch fiir jedes beliebige andere & € I.
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Lemma 1.2.2 Gegeben sei die (deterministische) Differenzengleichung

Tr4+1 = A_(k’ w)wk + f(k,w7 xkap) + fO(k7w7p) (113)

die von zwei Parametern w € Q und p € P abhingt, wobei P ein beliebiger metrischer Raum ist.
Das diskrete Intervall I C 7 sei nach links unbeschrdnkt, A= : I* x @ — GL(R?"), f : I* x @ x
R x P — RY und fo: I*xQx P — RS seien beliebige Abbildungen. Weiter sei ®~(m,n,w)
die Ubergangsabbildung der homogenen linearen Differenzengleichung zry1 = A~ (k,w)Tk.

Angenommen, fir (feste) Parameterwerte w € Q und p € P sind die folgenden drei Bedin-
gungen fir beliebige m,n € I, k € I* und z,% € R4 erfillt:

|12~ (m, n,w)|lpmew < KaT™" fir m2>n,

f(k’w’o’p) = 0,
”f(k’w’z’p)—f(k,w,iap)”k+l,w S L”w"'i”k,w’

mit reellen Konstanten a_ > 0, K > 1 und L > 0, sowie
127 (m, 7, 0)|Inympw = 5up{|| &7 (M, 1, 0)2]lmw : 2 € BT, [|2]lngw < 1} -
Dann erhdlt man fir beliebige ¥ > a— + KL und « € I die folgende Aussage: Ist die Zahl
Mo p = sup{y || fo(k,w, P)|lk41,0 : k < K,k € I}

endlich, so ezistiert eine eindeutig bestimmte w,p-Losung u(-,w,p) : I — RY wvon (1.13), die
v~ -quasibeschrinkt beziglich w ist, und man erhdlt die Abschitzung:

K

T—a KL Mer (1.14)

III‘I’('?w,p)”;,w,'y <

Ist dariber hinaus — im Fall I = 7 — die Menge {y~*||fo(k,w,p)||k+1w : k € Z} beschrinkt,
so ist p(-,w, p) sogar vy-quasibeschrinkt beziglich w und es gilt:

»

K _
[y w, Py < msupﬁ *1| fo(k,w, Pl k41,0 : k € Z} - (1.15)

Sei nun zuletzt noch vorausgesetzt, daff (1.13) eine zufdllige Differenzengleichung ist, d.h. daf8
die Abbildungen A~, f und fo mefbar sind. Ferner sollen die obigen Bedingungen fir alle w € )
und p € P gelten. Dann folgt:

(a) Die oben definierte Abbildung p:I x Q x P — RY™ ist mefbar.

(b) Sind die Abbildungen f(k,w,-,-) und fo(k,w,-) fir beliebige k € I* und w € Q stetig und
ist die Menge {M,p, : p € P} beschrinkt, fir beliebige w € Q, so ist auch die Abbildung
p(k,w, ) : P — RI™ stetig, fir allek € I und w € Q.

Bemerkung 1.2.3 Das Lemma kann auch auf Differenzengleichungen der Form

Tky1 = A_(k,w)mk + F(k,w’ zk’p)
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angewandt werden, vorausgesetzt die Abbildung F : I* x @ x RY™ x P — R¥™ erfiillt
|1 F(k,w,2,p) = F(k,w, %, p)|lk+10 < Llle — Z[kw

und
sup{y~F||F(k,w,0,p)|lk+1,0 : k < K,k €I} < 00 .

Man definiert in diesem Fall ndmlich einfach

f(k,w,a:,p) = F(k,w,x,p)— F(k,w,O,p) s
fO(k7wap) = F(kawao’p)°

Lemma 1.2.2 wird spiter mehrfach in dieser Form angewandt werden, ohne dafl darauf eigens
hingewiesen wird. a

Beweis: Die Abschitzung (1.15) kann leicht aus (1.14) abgeleitet werden, wenn man die Identitét

(s w5 )iy = Hm ||1(5 w5 P)l 1w,y

K—00

beachtet. (Man vergleiche dazu auch den Beweis von Lemma 2.2.2 in [41].) Der Beweis der
restlichen Aussagen des obigen Lemmas wird in mehrere Teile zerlegt.

(I) Zunichst soll der einfache Spezialfall I = (—o0,&] N Z, fo(k,w,p) =0 auf I* x @ X P und
L =0,dh. f(k,w,z,p) =0 auf I* x @ x R?” x P, behandelt werden. Sei dazu u : I — R9” eine
w-Losung der homogenen linearen Differenzengleichung

Tr1 = A7 (k,w)zk (1.16)

die 7‘-quasibeschr§,nkt beziiglich w €  ist. Ferner sei ko € I beliebig, aber fest. Dann liefert
die Definition der Ubergangsabbildung fiir beliebige k < ko die Identitit

,LL(K,()) = Q_(KO’ kaw)/"'(k) )

woraus sofort die folgende Abschitzung abgeleitet werden kann:

k
oMl < 1127 (50, Byl BB < K (25) Nl
Gemédf Voraussetzung gilt die Ungleichung v > a_ + KL = o_, weswegen die rechte Seite der
obigen Ungleichung fiir £ — —oo gegen 0 konvergiert. Dies impliziert u(xo) = 0 fiir alle kg € I,
d.h. die triviale Losung ist die einzige w-Losung von (1.13), die y~-quasibeschrinkt beziiglich
w ist. Offensichtlich beendet die Definition u(k,w,p) := 0 fiir beliebige k € I den Beweis von
Lemma 1.2.2 in dem eben behandelten Spezialfall.

(II) Sei nun wieder speziell I = (—o00, k]NZ. Ferner sei fy beliebigund L = 0, d.h. f(k,w,z,p)=0
auf I* x @ x R?™ x P. Wegen des bereits bewiesenen Teils (I) gibt es hochstens eine w, p-Losung
der inhomogenen linearen Differenzengleichung

Tr4+1 = A_(kaw)xk + fO(ka w7p) ) (117)
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die y7-quasibeschrinkt beziiglich w ist, da die Differenz zweier solcher Losungen stets eine y~-
quasibeschrinkte w-Losung von (1.16) ist — und damit identisch verschwindet. Um die Existenz
einer derartigen Losung zu zeigen, definiert man

k-1
p(k,w,p):= Y. @ (k,i+ 1,w)fo(i,w,p)

t=—00

fiir beliebige k£ € I. Diese unendliche Reihe konvergiert fiir alle k € I wegen v > a_+ KL = a_
und der Abschitzung

i
18 (ki + 1,0)fois 0, Pl < K (L) Mo,

die fiir alle ¢ < k < k erfiillt ist. Ferner 148t sich leicht zeigen, da8 4 tatsachlich eine w, p-Lésung
von (1.17) auf ganz I ist. Die geforderte Abschitzung (1.14) folgt aus der Giiltigkeit von

k-1
lp(k,w,p)llkw < Y N1®7(K, i+ 1,w)|lit1,k 0l fo(i,w, p)lit1,0 <
t=—00
k=1 ;
. k-1 Y\'_ K k
w8 (2) -

fiir beliebige k < k. Zu guter Letzt impliziert die obige Definition von u(-,w,p) unmittelbar die
Mefibarkeit von u, sofern eine zufillige Differenzengleichung (1.17) vorliegt und die Vorausset-
zungen des Lemmas fiir beliebige w € @ und p € P gelten?. Die in (b) angegebene Stetigkeit
beziiglich p ist eine leichte Folgerung aus dem Weierstra8schen Majorantenkriterium, zusammen
mit der weiter oben angegebenen konvergenten Majorante fiir die p definierende Reihe. Damit
ist (II) vollstindig bewiesen.

(III) Wieder sei das zugrunde liegende diskrete Intervall von der Form I = (—o0, k] NZ, dariiber
hinaus seien nun sowohl L > 0 als auch fy beliebig. Der Beweis der Aussagen des Lemmas fiir
diese Situation verwendet zwei Fixpunktsétze, die im Anhang angegeben sind. Sei dazu X, der
Banachraum aller Abbildungen v : I — R?", die y~-quasibeschrankt beziiglich w sind, versehen
mit der Norm || - ||, .- Dann geniigen die Auswertungsabbildungen

X, — RY
v — v(k)

fiir beliebiges k € I und w € Q wegen der Abschitzung

(Ol < miullv(llew < Moy (171l 0.y

den in Lemma A.1.2 beziehungsweise Lemma A.1.3 geforderten Voraussetzungen®. Seien nun
w € Q und p € P wie in der Formulierung des Lemmas gewidhlt. Zur Konstruktion einer

*Die Abbildung p ist ja der punktweise Grenzwert einer Folge mefbarer Abbildungen — und damit natiirlich
mefibar.
®*Die Existenz der in der letzten Abschitzung auftauchenden Konstanten my , ist eine leichte Folgerung der

Aquivalenz aller Normen auf dem R%™ .
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Kontraktion T, p, auf X, sei ferner v, p, € X, beliebig. Dann erfiillt die inhomogene lineare
Differenzengleichung

set1 = A7 (k,w)zk + f(k,w, v p(k), p) + fo(k,w,p) (1.18)

wegen der fiir alle k < k (d.h. k € I*) giiltigen Abschéitzung

YN F ks w, v0,p(R), 2) + folkyw, Dlksrw < Ly M [p(R) ko + 711 folks @, P)llk1,0 <
< Lllyw,p||;,w,7+Mw,p (1.19)

alle Voraussetzungen des bereits bewiesenen Teils (II), d.h. die Gleichung (1.18) besitzt eine
eindeutig bestimmte Abbildung v} , : I — RY™, die y~-quasibeschrankt beziiglich w ist. Definiert
man jetzt Ty plw,p = Uy 5, 50 wird dadurch ein Operator Ty, p : X — X, erzeugt. Des weiteren
liefern (II) und (1.19) die Ungleichung

Fostipll € - o= (Ul + Mos). (1.20)
Nun 148t sich mit Hilfe von (1I) aber leicht zeigen, daff die Operatorenfamilie T, p, (w,p) € X P,
der Bedingung (%) von Lemma A.1.2 geniigt, und fiir jedes w € Q erfiillt die Familie T, ,, p € P,
die Bedingung (%) von Lemma A.1.3.
Als néchstes soll gezeigt werden, dafi der oben definierte Operator T, , tatsdchlich eine
Kontraktion auf X, ist. Seien dazu v,vs € X, beliebig. Dann ist die Abbildung T, ;1 — T pt2
eine w, p-Losung der inhomogenen linearen Differenzengleichung

Tk41 = A_(k,w)mk + f(kawa Vl(k),p) - f(k,wa V2(k),p) 9

die dariiber hinaus sogar 7~ -quasibeschrinkt beziiglich w ist. Wendet man nun (II) auf diese
Differenzengleichung an, so erhilt man die Abschétzung

KL
Y —a_

| Twp1 = Tw,pV2”;,w,7 < |[v1 — V2||;,w,~/ .

Wegen v > a_ + KL ist der Operator T, p also in der Tat eine Kontraktion auf X, — und
somit besitzt er einen eindeutig bestimmten Fixpunkt u(:,w,p) € X,,. Daeine Abbildung v € X|,
natiirlich genau dann ein Fixpunkt von T, , ist, wenn v eine (beziiglich w) y~-quasibeschrénkte
w, p-Loésung von (1.13) ist, folgt die erste Behauptung des Lemmas. Die Ungleichung (1.14) ist
eine unmittelbare Konsequenz der Abschitzung

b K

(L _
- o H“("w’p)”n,w;‘/ + ‘y__TMw,p ’

””('aw,p)”;,w,'y <

~

die ihrerseits aus T, pu(:,w, p) = p(:,w,p) und (1.20) abgeleitet werden kann. Schlieflich folgen

die Behauptungen in (a) und (b) sofort aus Lemma A.1.2 beziehungsweise Lemma A.1.3 —
womit der Beweis von (III) abgeschlossen wire.

(IV) Um auch den Beweis von Lemma 1.2.2 abzuschlieflen, sei nun I C Z ein beliebiges, nach
links unbeschrinktes diskretes Intervall und x € I beliebig, aber fest. Ferner sei j(-,w,p) :
(—00,6]NZ — R¥™ die in (III) konstruierte Abbildung, falls nur die Einschrénkung von (1.13)



18 KAPITEL 1. ZUFALLIGE DIFFERENZENGLEICHUNGEN

auf das diskrete Intervall (—oo,k] N Z C I betrachtet wird. Es 1afit sich dann leicht zeigen, daf§
die mittels

._ | Ak,w,p) , K<k
ulk,w,p) = { A(k; 6, w, ik, w,p),p) , k> K
definierte Abbildung p(-,w,p): I — R¥ allen Aussagen des obigen Lemmas geniigtS. &

Im nun folgenden zweiten Lemma dieses Abschnittes sollen Bedingungen angegeben werden, die
die y*-Quasibeschrinktheit (beziiglich w) einer jeden beliebigen w-Lésung gewisser nichtlinearer
deterministischer Differenzengleichungen garantieren, die von einem Parameter w € 2 abhéngen.
Dariiber hinaus soll die Aussage des letzten Lemmas ergénzt werden, indem das Wachstum der
Differenz zweier Lésungen fiir £ — —oo nach unten abgeschitzt wird.

Lemma 1.2.4 Gegeben sei die (deterministische) Differenzengleichung

Tr41 = A7 (k,w)zk + f(k,w, zx) + fo(k,w) (1.21)

die von einem Parameter w € Q abhdngt. Das diskrete Intervall I C Z sei nach rechts unbe-
schrankt, A= : Ix Q@ — GLRY), f: IXxQAxRBRY = RY und fo : I x @ —» RY seien
beliebige Abbildungen. Weiter sei ®~(m,n,w) die Ubergangsabbildung der homogenen linearen
Differenzengleichung zx41 = A~ (k,w)zk.

Angenommen, fir einen (festen) Parameterwert w € Q sind die folgenden drei Bedingungen
fiir beliebige m,n,k € I und 2,z € R erfillt:

|18~ (m,n,w)|lpmew < KaT™" fir m>n,
f(k,w,0) 0,

”f(k’w’z')_f(k’w,a?)“k+l,w < L”w"“i”k,w,

mit reellen Konstanten a_ > 0, K > 1 und L > 0. Dann erhdlt man fiir beliebige y > o + KL
und K € I: Ist die Zahl

M, := sup{y~*|| fo(k,w)llk+10 : k 2> &,k € I}

endlich, so ist jede w-Losung p: I — R won (1.21) v+ -quasibeschrinkt beziiglich w und es gilt
die Abschdtzung:

K

el < By~ "llu(k)llew + me :

Ist dariber hinaus I = Z und sind p,p* : Z — RY™ zwei w-Lésungen von (1.21), so erhdilt man
fiir beliebige k,k € 7 mit k < k die Ungleichung:

(k) = (k) k0 2 %7""‘”#(&) = 1 (®)llsw -

®In der Definition von p bezeichnet A wie iiblich die allgemeine Losung der parameterabhingigen Differenzen-
gleichung (1.13) im Sinne von (1.3).
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Beweis: Sei yu: I — R? eine beliebige w-Losung von (1.21) und & € I beliebig, aber fest. Dann
liefert die Formel der Variation der Konstanten (1.12) fiir alle k¥ > « die Identitat

k-1
p(k) = 8 (k, K, w)p(k) + D 87 (k,i+1,w) (f(i,w, u(3)) + foli,w)) ,

1=K

mit deren Hilfe leicht die folgende Abschédtzung hergeleitet werden kann:

k-1
Ko™ ||u(k)llxw + Ko7 Y7 ol (Llu(0)lliw + 11 fo(i, w)llis10) <

i=K

. L k—1 . - M, k-1 5 s
Kok (a’_‘"”u(n)”N,w + =2 e llu@)llie + =30 (;‘) ) '
T =k - -

(Rl ko

IA

IN

=K
Unter Verwendung der Abkiirzungen

Ak) = aZ*||u(k)llkw

KM, ’S (L)i
o o

=K

und

L(k) := KaZ"||p(k)llsw +

148t sich die obige Ungleichung in der Form

Ak) < T(k) + EL ,SA(i) firalle k> &
B o= 1=K a

schreiben. Die Anwendung des diskreten Gronwall-Lemmas (man vergleiche dazu [41, Satz 2.1.3])
liefert dann nach einigen Umformungen (wie im Beweis von Lemma 2.2.3 in [41])

k
Y -K L )
A < (Z) (B e + —=—7 Mo )

9 - 9 - N [{L

fiir beliebige k > . Daraus folgt sofort die gewiinschte Abschitzung fir ||u[|}, .. -
Sei nun I = Z und seien u,u* : Z — RY zwei w-Losungen von (1.21). Definiert man dann

v(k) = (k) - p* (k) ,
so ist v eine w-Losung der Differenzengleichung
o1 = A7 (k,w)ek + f(k,w, 2k + p*(K)) — f(k,w, n"(K)) , (1.22)

und es 148t sich leicht verifizieren, daff diese Gleichung allen Voraussetzungen des bereits bewie-
senen Teils geniigt (mit M, = 0). Somit gilt fiir die allgemeine Lésung A von (1.22) (im Sinne
von (1.3)) fiir alle k,k € Z mit k < x und z € R?”™ die Abschitzung

Mk ks w0, @)l lkw < B |2k
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und damit

()l = 1A(K; By, v (B)llew < K| (R)l ko -
Aus der letzten Ungleichung folgt unmittelbar die Abschitzung fiir u(k) — p*(k) nach unten.
Damit ist das Lemma bewiesen. <&

Besonders interessant wird die im obigen Lemma enthaltene Abschitzung nach unten im Spezi-
alfall fo(k,w) = 0, d.h. falls (1.21) die triviale Losung besitzt. Dann 148t sich ndmlich p*(k) =0
wihlen, und man erhilt so fiir jede Losung von (1.21) eine untere Schranke in Bezug auf das
Wachstumsverhalten fiir £ — —o0.

Die folgenden beiden Lemmata sind in gewissem Sinne “dual” zu den beiden vorangegan-
genen. Zunichst sollen Bedingungen angegeben werden, unter denen gewisse nichtlineare Diffe-
renzengleichungen (die wieder von zwei Parametern w und p abhingen) genau eine w, p-Losung
besitzen, die y*-quasibeschrinkt beziiglich w ist. Wie schon in Lemma 1.2.2 wird auch der
Fall der zufilligen Differenzengleichungen behandelt, sowie die mefibare beziehungsweise stetige
Abhingigkeit dieser Losung von den Parametern untersucht.

Lemma 1.2.5 Gegeben sei die (deterministische) Differenzengleichung

Trp1 = AT (k,w)zk + f(k,w, 2k, p) + fo(k,w, p) (1.23)

die von zwei Parametern w € 2 und p € P abhdngt, wobei P ein beliebiger metrischer Raum ist.
Das diskrete Intervall I C Z sei nach rechts unbeschrinkt, AT : I x Q — G’L(IR‘J'+ ), f:IxQx
R x P - R und fo: Ix Qx P — RY" seien beliebige Abbildungen. Weiter sei &+ (m,n,w)
die Ubergangsabbildung der homogenen linearen Differenzengleichung x4y = At (k,w)zy.

Angenommen, fir (feste) Parameterwerte w € Q und p € P sind die folgenden drei Bedin-
gungen fir beliebige m,n,k € I und z,% € R4 erfillt:

“Q-I-(m, n,w)lln,m,w I{a:—n—n f’l:l:’f' m S n,
f(k,w,0,p) 0,
||f(k,w,x,p) - f(kyw’j)p)”k+l,w < L”.’l) - i”k,w ’

mit reellen Konstanten ay > 0, K > 1 und L > 0. Dann gilt fir beliebige 0 < v < ay — KL
und k € I die folgende Aussage: Ist die Zahl

Mw,p = Sup{’y_kllfo(k,w,p)||k+1,w ik 2> K',k € I}

endlich, so ezistiert eine eindeutig bestimmte w,p-Léosung p(-,w,p) : I — R von (1.28), die
vt -quasibeschrinkt beziiglich w ist, und man erhdlt die Abschdtzung:

__ K
oy —y—-KL
Ist dariber hinaus — im Fall I = Z — die Menge {y7*||fo(k,w,p)|lk+1w : k € Z} beschrinkt,
so ist u(-,w, p) sogar v-quasibeschrinkt beziglich w und es gilt:

(I VAN

”#’('awap)”:,w,'y <

w,p

K k
. — - : .
o0 Py < g s lr 1Sk o,k £ € )

Sei nun zuletzt noch vorausgesetzt, daff (1.23) eine zufillige Differenzengleichung ist, d.h. daf8
die Abbildungen A%, f und fo mefbar sind. Ferner sollen die obigen Bedingungen fiir allew € Q
und p € P gelten. Dann folgt:
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(a) Die oben definierte Abbildung p : I X @ x P — R3* ist mefbar.

(b) Sind die Abbildungen f(k,w,-,-) und fo(k,w,-) fir beliebige k € I und w € Q stetig und
ist die Menge {M,,p, : p € P} beschrdnkt, fir beliebige w € Q, so ist auch die Abbildung
u(k,w,): P — RE" stetig, fir allek € I undw € Q.

Beweis: Der Beweis kann véllig analog zum Beweis von Lemma 1.2.2 gefithrt werden. <

Das letzte Ergebnis dieses Abschnittes ist das Analogon zu Lemma 1.2.4. Es gibt Bedingun-
gen an, unter denen jede w-Losung gewisser nichtlinearer Differenzengleichungen (die von einem
Parameter w € § abhingen) y~-quasibeschrankt ist beziiglich w. Des weiteren wird das Losungs-
verhalten fiir £ — oo ndher untersucht.

Lemma 1.2.6 Gegeben sei die (deterministische) Differenzengleichung

zip1 = At (k,w)zk + f(k,w,zk) + fo(k,w) (1.24)

die von einem Parameter w € Q abhingt. Das diskrete Intervall I C Z sei nach links unbe-
schrdnkt, At : I* x Q@ — GL(R®), f: I* x @ x RY" — R¥ und f : I* x @ — R4 seien
beliebige Abbildungen. Weiter sei ®*(m,n,w) die Ubergangsabbildung der homogenen linearen
Differenzengleichung zi4q = At (k,w)zk.

Angenommen, fir einen (festen) Parameterwert w € Q sind die folgenden drei Bedingungen
fiir beliebige m,n € I, k € I* und z,% € RY" erfillt:

|2t (m,n,w)llnmew < Kaf™ fir m<mn,

f (kaw70) = 0,
”f(k7w’$) - f(k’w’i)”kﬁl,w < L“III - :i“k;w ’
mit reellen Konstanten K > 1, L > 0 und ay > KL. Dann ist fiir jedes k € I* die Abbildung
At(k,w) + f(k,w,-) + fo(k,w) eine Bijektion auf dem RY", d.h. alle w-Lésungen von (1.24)
ezistieren auf ganz I und sind dort eindeutig bestimmt. Des weiteren gilt fir jede beliebige Wahl
von 0 < v < oy — KL und k € I: Ist die Zahl

M, := sup{y~*|| fo(k,w)||k410: k < Kk, k € I}
endlich, so ist jede w-Lésung p: I — R4* von (1.24) v~ -quasibeschrdinkt beziiglich w und es gilt
die Abschdtzung:

. K
il < B e+ o =y Mo

Ist dariber hinaus I = 7 und sind p,p* : Z — R zwei w-Losungen von (1.24), so erhdlt man
fiir beliebige k,k € ZL mit k > k die Ungleichung:

(k) = (Bl kw2 'Ily’rk"‘llu(ﬁ) = 1K)k -

Beweis: Um die Invertierbarkeit der rechten Seite von (1.24) fiir festes k € I* na,chzuwelsen, sei
zunichst z € R4 beliebig. Definiert man dann einen Operator Tk, ; : : R - RY* durch

Thw,(2) := A"'(k,w)'lz - A"'(k,w)'lf(k,w, z)— A+(k,w)_1fo(k,w) ,
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so erhilt man mittels At (k,w)™! = ®*(k,k + 1,w) fiir alle z,Z € R4* die Abschiitzung

Tk w,2(2) = Thwe(@llew < 18R K+ 1,0)lles1,4,0l | f(k; 0, 2) = f(B, 0, B)llkt1,0 <
KL

e = allk

IA

wobei gemifl Voraussetzung f—f < 1 ist. Damit besitzt T, . einen eindeutig bestimmten Fix-

punkt in R¥" — und die Invertierbarkeit der rechten Seite von (1.24) folgt unmittelbar aus der
Tatsache, daf8 = genau dann ein Fixpunkt von Tk, ; ist, wenn 2 = A*(k,w)z+ f(k,w, z)+ fo(k,w)
gilt. .

Die iibrigen Aussagen des obigen Lemmas kénnen vollig analog zum Beweis von Lemma
1.2.4 nachgewiesen werden. &

Zum AbschluB dieses Abschnittes soll noch kurz auf die Bedingungen eingegangen werden, die in
den vergangenen vier Hilfssitzen an die Ubergangsabbildungen der homogenen linearen Differen-
zengleichungen 4 = A*(k,w)z} gestellt wurden. Es ist hinlinglich bekannt (man vergleiche
etwa [41, Satz A.3.5]), dal im deterministischen, autonomen Fall, d.h. fiir

Af(k,w) = A* € GL(R?),

diese Bedingungen erfiillt sind, sofern nur die Betrige aller Eigenwerte von A~ (beziehungsweise
At) Kleiner als a_ (beziehungsweise grofier als o) sind. Es ist dann sogar méglich, die Normen
|| * |lkw := || - || unabhingig von k und w zu wihlen, etwa gleich einer beliebig vorgegebenen
Norm auf dem R4 (beziehungsweise R4Y).

Im zufilligen, echt nichtautonomen Fall ist jedoch zu diesem Zeitpunkt noch vollig unklar,
ob fiir eine hinreichend grofie Gleichungsklasse obige Bedingungen an die Ubergangsabbildungen
iiberhaupt erfiillbar sind — beziehungsweise ob es fiir die Normen || - ||, eine kanonische Wahl
gibt. Im dritten Kapitel wird sich zeigen, daB dies in der Tat moglich ist. (Man vergleiche dazu
Satz 3.1.3 und Satz 3.1.5.)

1.3 Zufillige invariante Faserbiindel

Nach den eher technischen Ausfiihrungen des letzten Abschnittes soll nun damit begonnen wer-
den, das in der Einleitung beschriebene Ziel der vorliegenden Arbeit anzugehen — die Uber-
tragung linearer Phinomene auf nichtlineare Gleichungen, um somit ein méglichst vollstindiges
geometrisches Bild vom Losungsverhalten gewisser zufilliger nichtlinearer Gleichungen zu erhal-
ten.

Zur Motivation des zentralen Ergebnisses dieses Abschnittes soll zunéichst die zufillige lineare

Differenzengleichung
_ [ At(k,w) 0

betrachtet werden, wobei die Abbildungen A* : Z x @ — GL(IR‘#) den Voraussetzungen der
Lemmata 1.2.2 beziehungsweise 1.2.5 geniigen, mit 0 < a_ < a4, und v € (a—,a4). Es 1afit
sich dann sehr leicht zeigen, daf die beiden zufilligen Unterraumbiindel (man vergleiche dazu
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auch Abbildung 1.2)

{(k,z%,27) € Z x R x R ;2™ =0},
{(k,z*,27) € Zx R* x RY :zt =0}

Ut (w)
U (w)

invariant beziiglich (1.25) sind, d.h. startet eine Losung dieser Differenzengleichung in Ut (w),
so verbleibt sie fiir alle Zeiten in diesem Unterraumbiindel. (Analog fiir U~ (w).)

RSy s U (w)

/( ]R,d_ / P — u—(UJ)
/

\7 4\7 .d/ , ﬁﬁ

k:n—l// )/

k=« | —

k=n+1/

Abbildung 1.2: Zufillige invariante Unterraumbiindel

Es wire natiirlich wiinschenswert, wenn man diese Situation im nichtlinearen Fall wiederfin-
den kénnte”. Wie der folgende Satz zeigt, geht dieser Wunsch fiir gewisse nichtlineare Gleichun-
gen in Erfilllung. Dabei wird es fiir den Beweis des Ergebnisses von zentraler Bedeutung sein,
daf sich im obigen linearen Fall die zufilligen invarianten Unterraumbiindel in der Form

Utw) = {(k,z)€Zx RY x RY : A(+; k,w,z) ist y~-quasibeschriankt beziiglich w} ,

U (w) = {(k,z) €T xR x RY : A(; k,w, ) ist 7*-quasibeschrénkt beziiglich w}

dynamisch charakterisieren lassen, wobei A die allgemeine Lésung der Differenzengleichung (1.25)
bezeichnet. '

Satz 1.3.1 Gegeben sei die parameterabhdngige zuféllige Differenzengleichung

At(k,w 0 Fr(k,w,zk,p)
Thtt =( R )””"+ ( F—Ek,w,x’;ﬁ)) (1.26)

mit einem beliebigen metrischen Raum P, sowie mefbaren Abbildungen A* : Zx Q — GL(RY)
und F¥ : Z x @ x R% x P — R¥, wobei RY := R¥ x RY". Pir beliebige k € Z und w € Q
seien die Abbildungen F*(k,w,-,-) stetig, und dariber hinaus gelte:

"Es versteht sich von selbst, dafi dabei im allgemeinen die Unterraumbiindel Ili(w) durch entsprechende
nichtlineare Analoga ersetzt werden miissen.
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(1) Die Ubergangsabbildungen ®*(m,n,w) der homogenen linearen Differenzengleichungen
a:,fH = Ai(k,w)w,f geniigen den Abschdtzungen

n

||§+(m>naw)“n,m,w S Ka’_{_"
”Q_(m’n7w)”n,m,w < Kar_n—

n

fir alle m <n,

fir alle m>n

mit m,n € Z, w € Q, sowie reellen Konstanten oy > a_ > 0 und K > 1. Dabei bezeichnet
|| ||k je eine Norm auf RY* beziehungsweise R4~ gemdf Definition 1.2.1. Ferner sei

0<é< a—*—?g:
beliebig, aber fest gewdhlt.
(2) Fir beliebige k € I, w € Q und p € P gilt F*(k,w,0,p) = 0.
(3) Firallek € L, weQ, 2,z € R? und p € P sind die Abschdtzungen

”Fi(kaw$$’p) - Fi(k’w’ i‘,p)”k+1,w < L”(I) - :E”kyw
erfillt, mit 0 < L < % und

lzllkw = ll2* ke + 127 [lkw »
fiir beliebige © = (z*,27) € R¥" x RY” = R

Zu guter Letzt sei vorausgesetzt, dafl fir beliebige w € Q und p € P alle w, p-Losungen von
(1.26) auf ganz Z ezistieren und dort eindeutig bestimmt sind, und daf8 die allgemeine Lésung

A=(ATA ) EXEx QxR x P - R x RY™
mefSbar und beziglich der letzten beiden Variablen stetig ist. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es ezistiert eine eindeutig bestimmte Abbildung s* : Z x @ x R¥* x P — R4, so daf ein
Punkt (k,£) € Z x R genau dann in dem zufélligen (parameterabhingigen) Faserbiindel

§*(w,p) = {(k,a*, st (k,w,2,p)) : k € B, 2" € R¥'}

enthalten ist, wenn die Losung A(+; k,w,§,p) eine 7~ -quasibeschrinkte Abbildung beziglich

w ist, fir jedes beliebige v € [a_ + 8, ay — 68, Die Abbildung st ist mefbar und besitzt die
folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir beliebige k € Z, w € Q, £ ,&6F € R und p € P gilt die Abschitzung

K2L(6 — KL)
+ + 0y _ ot + +_ o

sowie die Identitit s*(k,w,0,p) = 0, und die Abbildung s*(k,w,-,-) ist stetig.

®Dabei kommt natiirlich die obige Summennorm auf R? = R x RY” zum Zuge!
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(ii) Der Graph S*(w,p) ist ein zufilliges invariantes Faserbindel fir (1.26) in folgendem
Sinne: Die Inklusion (k,£) € 8t (w,p) impliziert (k, \(k; k,w,€,p)) € St(w,p) fir
beliebige k € Z.

(i4i) Sind fiir ein w € Q und ein p € P die Abbildungen A* und F*, sowie die Normen
|| ||xw periodisch in k mit Periode © € IN, d.h. gelten fiir beliebige k € Z und £ € R4
die Identitdten

Ak +0,0) = A%(k,w)
Fi(k-}-@,w,f,p) = Fi(k,w,f,p)
||§||k+@,w = ||£||k,w

so gilt dies auch fiir st, d.h. man erhdlt
st(k+0,w,8%,p) = s*(kw,€p),
fiir beliebige k € Z und £+ € R4,

(b) Es ezistiert eine eindeutig bestimmte Abbildung s~ : Z X @ x RY” x P — R, s0 dap ein
Punkt (k,§) genau dann in dem zufdlligen (parameterabhingigen) Faserbiindel

S (w,p) :={(k,s (k,w,z7,p),z7): k€ Z,z~ € IRd-}

enthalten ist, wenn A(-; k,w, &, p) eine vT-quasibeschrinkte Abbildung beziglich w ist, fir
jedes beliebige v € [a— + 6, ay — §8]. Die Abbildung s~ ist mefbar und besitzt die folgenden
Eigenschaften:

(i) Fiir beliebige k € Z, w € Q, &7,& € R und p € P gilt die Abschitzung

K2L(6 — KL)
_ N _ < - -
||s (K,W,El ,P)— S (""%w’gz ’p)”n.w = T6(6 - 2K L) ”61 & ”K,w

sowie die Identitit s~ (k,w,0,p) = 0, und die Abbildung s~ (K,w,-,-) ist stetig.
(i) Der Graph S~ (w,p) ist ein zufilliges invariantes Faserbindel fir (1.26) in obigem
Sinne.

(%) Wie oben tubertragen sich Periodizitdtseigenschaften von A*, F* und ||-||k . beziiglich
k auf die Abbildung s~ .

Beweis: Da der Beweis von (b) vollig analog zum Beweis von (@) durchgefiihrt werden kann
(man muf} nur die Lemmata 1.2.2 und 1.2.6 durch die Lemmata 1.2.5 und 1.2.4 ersetzen), wird
er im folgenden nicht angegeben. Um die Aussagen von (a) zu verifizieren, soll zunichst die
folgende Behauptung gezeigt werden:

Zu jeder Wahlvonk € T, w € Q, ¥ € R¥ , pe P undy € [a- + 8, ay — 6] gibt es genau einen
Punkt 53 (5, w,€%,p) € RY", 50 daf

A_(.;K’w’f-i-’'s‘-‘{/-(ﬁ""”§+7p)7p) (L — IR,d-

v~ -quasibeschrdnkt beziiglich w ist. Die Abbildung st ist mefbar und s¥(k,w,&t,-) ist stetig,
fiir beliebige k € T, w € Q und £+ € R4, :
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esa=s 8+(w)

a-
R b
R4
T |-
] R
1
k=rk-1

k=r+1

Abbildung 1.3: Zufillige invariante Faserbiindel

Der Beweis dieser Behauptung verwendet die Lemmata A.1.2 und A.1.3 aus dem ersten Abschnitt
des Anhangs. Seien zunichst k € Z und v € [a- + §, ay — 6] beliebig, aber fest. Weiter sei I :=
(=00, K]NZ und X, sei der Banachraum aller Abbildungen v : I — R9", die y~-quasibeschrankt
beziiglich w sind, versehen mit der Norm || - |5, .-

Seien nun w € , £+ € RY" und p € P beliebig, aber fest gewihlt. Zur Konstruktion einer
Kontraktion T, ¢+ , auf dem Raum X, sei ferner v, ¢+ , € X, beliebig. Nun betrachtet man das

folgende Anfangswertproblem:
wlt|.1 = A+(k,w)z;:' + F’*’(k,w, x]:-’”w,é"',p(k),p) , kel :I): = §+ . (1'27)

Wie im Beweis von Lemma 1.2.6 148t sich zeigen, daB (1.27) eine eindeutig bestimmte w, p-
Losung pry, ¢4 : I — R?" besitzt. Des weiteren liefert Lemma A.1.1 die Mefibarkeit der Ab-
bildung ... .(+), sofern nur v...(-) mefibar ist, und man kann mit Hilfe des gleichméafligen Kon-
traktionsprinzips zeigen, dafl die Stetigkeit von v, ¢+ .(k) die Stetigkeit von p,, ¢+ .(k) impliziert
(man vergleiche dazu [41, p. 88]). Gem4B Lemma 1.2.6° ist die Abbildung p,, ¢+ , (beziiglich w)
¥~ -quasibeschriankt und es gilt

- - KL _
”/‘w,i"‘,p”n,w,'y S K7 n||€+”n’w + m”l/w,f"',p“n,wn *

Jetzt betrachtet man die zufillige Differenzengleichung
Tiyy = A (k,w)z, + F‘(k,w,/.tw’e+’p(k),Vw,ﬁ.y,p(k),p) , kel. (1.28)
Wegen der fiir alle k < k, k € I, giiltigen Abschitzung

7_k||F_(k’wa ﬂw,£+,p(k)’ Vw,£+,p(k)a p)”k‘+1,w S

®Was die Anwendung dieses Lemmas auf das Anfangswertproblem (1.27) angeht, beachte man auch die im
letzten Abschnitt gemachte Bemerkung 1.2.3.
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S L“Vw,f"',p”;,w,'y + Llllllw9€+1p”;vwr“/ S
~=|je+ L K17 ' 1.29
< KLy ™€ lew + L T—— |1Vw,6+ 0150,y (1.29)

garantiert Lemma 1.2.2'° eine eindeutig bestimmte w, p-Losung v} .4 , : I — R4™ von (1.28),
die y~-quasibeschrénkt beziiglich w ist. Damit erzeugt die Definition T, e+ ,Vy e+ ,p = V) ¢4
einen Operator T, ¢+, : X, — X,,. Dariiber hinaus zeigen (1.29) und Lemma 1.2.2, dafl die
Familie T, ¢+ ,, mit (w,&t,p) € @ x R4* X P, der Bedingung (#) von Lemma A.1.2 geniigt, und
fiir jedes w € Q und ¢+ € RY” erfiillt die Familie T, ¢+ p> P € P, die Bedingung (#) von Lemma
A.1.3.

Zur Anwendung dieser beiden Hilfssitze werden aber noch einige Abschéitzungen bendtigt.
Seien dazu w € Q, £F, & € R, 1y, 1, € X, und p € P beliebig, aber fest. Ferner bezeichne y;
die Lésung des Anfangswertproblems

af,, = AT (k,w)ef + Fr(k,w,z},vi(k),p) , kel , zt=¢F.
Dann ist die Abbildung p := p; — p2 eine w, p-Losung von
g = At(k,w)ef + FH(k,w,2f + pa(k), (k) p) — FF(k,w, po(k), va(k),p) , k€T,
und diese Differenzengleichung geniigt wieder allen Voraussetzungen von Lemma 1.2.6. Damit
erhélt man

_ —x KL _
ellrwy < K™% |[p(6)llnw + w——KL”VI - 1lliwn s

sowie
KL

—_— -— + i
1 = pollpwy < K776 = & llnw + m”’/l — va|lxwy - (1.30)

Nun sei vf := T, .+ vi. Dann ist die Abbildung v* := v — v} eine w, p-Ldsung der Differenzen-
gleichung

$I:+1 = A_(k,w).’l,‘; + F—(k,wap‘l(k)’yl(k)’p)_ F_(k’w’ﬂQ(k)a V2(k)ap) 9 k € I ’
und fiir alle k£ < &, k € I, 1a8t sich mittels (1.30) die Ungleichungskette

7—kI|F_(k’w’/"’1(k)91/1(k)ap) - F_(k’w’#2(k)7V2(k)7p)”k+1,w S

< Lllnu’l _/'L2H;,w,1+L||V1 _V2||;,w,‘y <
S Liay —7v) -
< KLy ™|igf = & llew + m”w = V2l

ableiten. Wegen der y~-Quasibeschrinktheit (beziiglich w) von v* gemifl obiger Konstruktion,
impliziert eine Anwendung von Lemma 1.2.2 sofort

KL _.. .+ .4 KL(ay —7)
- W +
7—a =Gl (a4 —7 - KL)(y - a-)

°Fiir die Anwendung dieses Lemmas setzt man natiirlich f(k,w,z) := 0.

1|50y < 1 — w2l »
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woraus mit T, .+ ¥ = v} und 7 € [a— + §, 04 — 6] schlieflich

_ K’L _ KL -
1Tu et o1 = Lo gf p¥2lliwsy < —5 &5 — & llngw + KL KL”VI — V2|lmwny (1.31)

2

folgt!!. Fiir beliebige w € Q, ¢+ € R4" und p € P liefert diese Abschiitzung ferner

_ KL -
1T+ o1 — Tt p¥2l oy < m“”l — 2|l -

Nach Voraussetzung des Satzes ist KL < §— KL, d.h. T,, ¢+ ,, ist tatsdchlich eine Kontraktion auf
X, — und besitzt somit genau einen Fixpunkt v, ¢+ , € X,,. Definiert man nun s:',‘(n, w, &%, p) =
Vg e+ p(K), dann 1Bt sich leicht verifizieren, daf§ st (k,w,£%, p) der eindeutig bestimmte Punkt
im RY ist, fiir den die Abbildung A~ (+; &, w, &Y, s¥(k,w, €%, p),p) ¥~ -quasibeschrinkt beziiglich
w ist. Dariiber hinaus liefert Lemma A.1.2 die Mefibarkeit von s¥ — und Lemma A.1.3 zeigt,
daB s,*;(n,w,{"‘,-) fiir beliebige k € Z, w € Q und &1 € R stetig ist. Damit ist die obige
Behauptung bewiesen.

Seien nun 71,72 € [@— +6, a4 — §] beliebig mit 4, > ;. Da die 75 -Quasibeschrénktheit einer
Abbildung offensichtlich ihre v, -Quasibeschranktheit nach sich zieht, liefert die eben bewiesene
Behauptung sofort s} = st , d.h. s¥ ist in Wirklichkeit unabhéngig von der speziellen Wahl
von vy € [a— + 6, a4 — 6] — und somit kann der Index v im folgenden weggelassen werden.

Als nichstes soll die dynamische Charakterisierung von S¥(w, p) bewiesen werden, fiir jedes
beliebige v € [a— + 6, a4 — §]. Sei dazu zunichst A(;&,w,&,p) = A(;jk,w, 1,7, p) eine y~-
quasibeschrinkte Abbildung beziiglich w. Dann ist natiirlich auch A~ (+; k,w, £+, £, p) (beziiglich
w) 7~ -quasibeschrinkt — und die eben nachgewiesene Behauptung liefert £~ = st (k,w, £, p),
d.h. (k,&) = (k,&1,67) € ST (w,p).

Ist nun umgekehrt (k,&) € S*(w, p) beliebig, so folgt aus der oben bewiesenen Behauptung,
daB A7 (:; Kk, w,&,p) (beziiglich w) y~-quasibeschrinkt ist. Wendet man jetzt Lemma 1.2.6 auf
die Differenzengleichung

oty = AT (k)i + FH(k,w,af, X (ki £,0,€,0),p)
an, so erhilt man unter Beachtung von a4 — v > § die Abschitzung

- - KL . _ -
”’\+(';K‘,w?§7p)||ﬁ,w,‘7 S 1(7 ||£+||n,w + 6 _ KL”’\ ('?K',wagap)”mw,“/ ! (132)

d.h. auch die Abbildung A*(;k,w,&,p) ist ¥~ -quasibeschrinkt beziiglich w — und somit ist
schlieBlich A(-; k,w,&, p) ebenfalls 4y~ -quasibeschrinkt beziiglich w.

Um den Beweis von Satz 1.3.1 abzuschlieBen, miissen nun noch (%), (%) und (%) nachgewiesen
werden.

Beuweis von (i): Zunichst ist die triviale Abbildung gemifl Voraussetzung fiir beliebige w € © und
p € P eine w, p-Losung von (1.26), die natiirlich y~-quasibeschrinkt beziiglich w ist — d.h. die
Identitdt s*(k,w,0,p) = 0 folgt unmittelbar aus der bereits bewiesenen Eindeutigkeitsaussage.

' Man iiberzeugt sich leicht, daB der Ausdruck (@4 — v — KL)(y — ) fiir Y = a4 — 6 minimal wird.
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Sei nun k € Z beliebig, aber fest. Ferner bezeichne Vo kF p beziehungsweise Vo it o den Fix-
punkt von T e p beziehungsweise T, & o Dann impliziert die Abschitzung (1.31)

et~ Vet llary € 276 = €l 5 Wart o~ et olln
e K?L(6 - KL) |
gt = Vit pllvon < S5 28Ty 7 17N — & Nl » (1.33)
und zu guter Letzt
lls* (5,0, &F,p) = 87 (5,0, &5 Pllnw = |1v, ¢ ,(K) = ¥ g8 p(F)llnw <

K2L(6 - KL)

S ’ynllywvefyp - VW»E;;P“;’“’,“/ - 6(6 —_ 2KL) ”§1 - é;ll"’w °

Zum noch fehlenden Nachweis der Stetigkeitsaussage seien k € Z und w €  beliebig, aber fest.

Dann liefert die letzte Ungleichung fiir alle £,&7 € R4 und p,po € P die Abschitzung

I(zL((S — I(L)
+ +ooy_ ot + < +_ g+
”'5 (n,w,{ ,p) S (ﬁ,w,é.o ’pO)”n,w S 5(5 — 2KL) ||£ fo ”n,w +

+HIs* (8,0, &5, p) = 7 (5,0, &5, Po)llx o »
von der — wegen der bereits gezeigten Stetigkeit von st (k,w, &g, ) — sofort auf

geschlossen werden kann, da ja auf dem RY™ bezichungsweise auf dem R?* alle Normen aqui-

valent sind.
Beweis von (ii): Seien (k,£) € ST(w, p) und k € Z beliebig. Dann ist die Abbildung A(+; 8, w, &, p)
4~ -quasibeschriankt beziiglich w. Die mittels (1.5) leicht einsehbare Identitét

/\(‘; k,w’)‘(k; K,w,E,p),p) = )‘('; H$w’€3p)

zeigt nun aber, daf§ auch
A(';kawv)‘(k; n,w,f,p),p)
4~ -quasibeschrénkt beziiglich w ist — und dies liefert schlieflich (k, A(k; k,w,€,p)) € St (w, p).

Beweis von (i): Seien k € Z und £+ € R4 beliebig, aber fest. Definiert man dann
§i= (" s (rw, et p) € BT und  p()i=A(5k,0,6,p),

so ist die Abbildung p gemif der bereits bewiesenen dynamischen Charakterisierung von
S*(w,p) eine (beziiglich w) 7~-quasibeschrinkte w, p-Losung von (1.26). Verwendet man nun
die vorausgesetzte Periodizitdt von A%, F* und || ||kw, so erhilt man leicht, daB die durch

v(k) := u(k - 0)
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definierte Abbildung v ebenfalls eine (beziiglich w) y~-quasibeschrinkte w, p-Lésung von (1.26)
ist — und die Definition von S*(w, p) impliziert unter nochmaliger Anwendung der dynamischen
Charakterisierung:

st(k+0,w,tt,p) = st (k+0,0,v (k+0),p)=v (k+0)=
= p (k)= 3+(K’w’/‘+(ﬁ')’p) =
= s+(n,w,§+,p) .

Damit ist alles bewiesen. O

Der soeben bewiesene Satz 1.3.1 hat gezeigt, dafl die zu Beginn dieses Abschnittes definierten
zufilligen invarianten Unterraumbiindel 4 (w) und U~ (w) eine (hinreichend kleine) nichtlinea-
re Stérung “iiberleben”, und zwar als zufillige invariante Faserbiindel S*(w) beziehungsweise
87 (w). Ferner lassen sich diese beiden Faserbiindel durch Quasibeschrinktheitseigenschaften der
in ihnen enthaltenen Losungen dynamisch charakterisieren. Es wird sich an spéterer Stelle als
sehr niitzlich erweisen, daf die dabei auftretende Wachstumsrate 4 aus einem nicht einpunktigen
Intervall gewdhlt werden kann.

Zum Abschluf} dieses Abschnittes soll nun noch untersucht werden, wie sich die Losungen auf
dem St (w)-Faserbiindel (beziehungsweise dem S~ (w)-Faserbiindel) fiir K — oo (beziehungsweise
fiir £ — —o0) verhalten.

Korollar 1.3.2 Gegeben sei die zufillige Differenzengleichung

Thqr = ( A+(éc,w) A_((;c,w) )a:k + ( itg:"‘:’i’g ) (1.34)

Angenommen, diese Gleichung genigt allen Voraussetzungen von Satz 1.3.1 (in einer parame-
terunabhdngigen Version). Dann gelten fiir jede in S*(w) enthaltene w-Lésung p von (1.84) und
jedes 0 < v < ay — § die beiden Ungleichungen

K(6-KL) ,_, )
le(F)lkw < %ﬂ—)yk [1£(5)| | 0 fur k<k,
6§ —-2KL

> - k—«x v >
le()lkw > KG-KIL) e(B)llww fir k>k,

mit k,k € Z. Entsprechend erhilt man fir jede in S~ (w) verlaufende w-Losung v von (1.34)
und jedes v > a_ + 6 die Ungleichungen

K(6-KL) ,_, i
Bl < S W)l S k2
6 —-2KL

v (F)lkw > V(8| |ew  fir k< K.

K(6—-KL)
Beweis: Aus Symmetriegriinden sollen nur die Aussagen beziiglich der Abbildung p bewiesen
werden. Die Abschétzungen fiir v erhilt man vollig analog.

Da p in S*(w) verlauft, gilt zunéchst — unter Verwendung der Notation aus dem Beweis
des Satzes 1.3.1 — die Identitit

B~ (k) = vyt () (k)  fiir beliebige k <k,
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wobei pu(k) =: (ut(k), p~(k)) € R x R4 = R4. Wihlt man nun in der Abschitzung (1.33)
speziell & = pt(k) und £ = 0, so folgt fiir beliebige k,x € Z mit k < x und jedes y < ay — 6
die Ungleichung

K2L(§ - KL)
- k-1 —_ g k—kj|,,+
”/‘ (k)”k,w S v ”“ ”n,w,‘y = 6(6 2KL) ”/‘l‘ (K;)”N,w 9

und unter Beachtung von (1.32) erhilt man weiter

—x KL =
Wt Wl < 7 (K7t (e + 5= Il ) <

K317 k
< —_— ||t Kw *
< (K4 srpegy) 7
Zusammen ergeben die letzten beiden Ungleichungen leicht die Abschétzung
K(6 KLIL) R || (o Ix (6 KL) =

fiir beliebige k, x € Z mit k < k, d.h. die erste Ungleichung fiir s ist bewiesen. Zum Beweis der
zweiten Ungleichung seien k,x € Z mit k > K beliebig. Dann impliziert die bereits behandelte
Abschétzung unter Verwendung von (1.5) zunéichst

He(®)lkw = A8 Eyw, A(E; £y w, w(K))) k0w <

K(3-KL) .

Y AL HIAK; 8,0, (k) Ik =
(o) |k

K(G-KL) .

§—2KL
und daraus folgt schliefilich leicht die noch fehlende zweite Abschitzung fiir 4. Damit ist alles
bewiesen. <

<

Als erste, leichte Folgerung erhilt man aus Korollar 1.3.2, daf die St (w)- und S~ (w)-Faserbiindel
nur die triviale Losung gemeinsam haben: Ist ndmlich p eine nichttriviale w-Losung von (1.34),
die im St*(w)-Faserbiindel enthalten ist, so liefert Korollar 1.3.2 fiir 7 = a4 —§ die Abschitzung

6 —-2KL
”M(k)”k,w 2z m

Dann ist p fiir ¥ < 4 aber offensichtlich nicht y*-quasibeschrinkt beziiglich w — und somit
auch nicht in $7(w) enthalten.

FE (8|l fiir alle k> k.

1.4 Hierarchien und zentrale Faserbiindel

Moéchte man die Ergebnisse des letzten Abschnittes auf konkrete Gleichungen anwenden, so
miissen natiirlich zunéchst einmal die Voraussetzungen an den Linearteil erfiillt sein. Es wurde
bereits gegen Ende des zweiten Abschnittes erwdhnt, dafl diese Bedingungen im determini-
stischen, autonomen Fall eine unmittelbare Konsequenz gewisser Eigenwertbedingungen sind.
Speziell in der Situation von Satz 1.3.1 etwa darf kein Eigenwert der Matrix

A+ 0
(7 )
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in dem Kreisring
{z€C:a- <|2| L a4}

liegen (vergleiche Abbildung 1.4(a)), und die verallgemeinerten Eigenrdume zu Eigenwerten mit
Betrag grofler als oy (beziehungsweise kleiner als a_) miissen gerade den linearen Unterraum
R4" x {0} C R¥ (bezichungsweise {0} x R4~ C R?) aufspannen. (Bekanntlich ist diese letzte
Annahme beziiglich der verallgemeinerten Eigenrdume keine wirkliche Einschrankung, da diese
Situation stets durch eine geeignete Transformation herbeigefiihrt werden kann.)

Abbildung 1.4: Zur Teilung des Spektrums &(A) von A

In vielen Fallen 188t sich jedoch iiber das Spektrum o(A) von A noch viel mehr aussagen. Zum
Beispiel wird es sicher hiufig vorkommen, dafl man die Eigenwerte von A — in Verallgemeinerung
der soeben erdrterten Situation — durch p— 1 konzentrische Kreisringe trennen kann (vergleiche
Abbildung 1.4(b) fiir den Fall p = 4). Es bleibt dann nur noch zu hoffen, da diese genauere
Kenntnis des Spektrums auch weitergehende Aussagen iiber die nichtlinear gestérte Gleichung
ermoglicht.

Derartige Fragestellungen sollen im folgenden untersucht werden. Den Anfang macht dabei
der vorliegende Abschnitt, in dem die Aussagen beziiglich der Existenz zufilliger invarianter
Faserbiindel des letzten Abschnittes erweitert werden sollen.

Zunichst aber soll der Rahmen fiir diese weiteren Untersuchungen abgesteckt werden. Be-
trachtet wird wieder eine zufillige Differenzengleichung der Form

Tr41 = A(k,w)zk + F(k,w, ) (1.35)

auf dem R?. Da die Voraussetzungen, denen diese Gleichung geniigen soll, in allen nun folgenden
Ergebnissen dieselben sind, werden sie an dieser Stelle einmal zusammen aufgefiihrt. Den Anfang
machen die Voraussetzungen an den linearen Anteil.

(V1) Es seien A; : Z x Q@ — GL(R%), i = 1,...,p, mefbare Abbildungen, so daff fiir beliebige
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k€Z undwe Q gilt:

A1 (k,w) 0

A(k,w) _ A2(k’w) ) ,

0 Ap(k’ w)

d.h. A(k,w) besitzt Blockdiagonalform, mit genau p > 2 Blocken. Auf jedem Raum R% sei
eine von k und w abhingige Norm gemdf Definition 1.2.1 gewdhlt, und fir

T = (xl,x2"“,xp) € RY xR% x...x R% = R4
set
le”k»w = “a’l”k,w + ||x2||k1w + oo + “xp”k,w .

Ferner seien a; 4, a;_ reelle Konstanten mit
0> >op>0a_ > >0 14 >0 >0py >0,

und f@'r die Ubergangsabbildungen ®;(m, n,w) der homogenen linearen Differenzengleichun-
gen zy, = Ai(k,w)z}, gelte

|[®i(m, 7, )| |n,m Ko™ firalle m<n,

<
”Qi(m’naw)”n,m,w < Ko™™" f’il:‘f‘ alle m>n

i,—

mitm,n€Z,weN, i=1,...,p, sowie einer reellen Konstanten K > 1. Schlieflich sei

. ap 4 — Qg — Qp_1,4 — CQp —
0<5<m1n{—-d'2—,...,—-5-+T£—,ap,+}

beliebig, aber fest gewdhlt.

Diese Bedingungen spiegeln die eingangs erwihnte Tatsache wider, dafl im deterministischen,
autonomen Fall das Spektrum von A durch p—1 konzentrische Kreisringe getrennt werden kann.

Als néchstes sollen die Bedingungen an die (im allgemeinen) nichtlineare Stérung F angege-
ben werden.

(V2) Die Abbildung F : Z x Q x R? — R? sei mefbar mit F(k,w,0) = 0 fiir beliebige k € Z
und w € Q. Dariber hinaus gelte

|| Fi(k,w,z)— R(k7w’§7)|lk+l,w < Lz - Z||kw

fiir beliebige i = 1,...,p, k € Z, w € Q und z,% € RY, mit einer Konstanten L > 0. Dabei
sei

F(k,w,z) =: (Fi(k,w,2),..., F(k,w,z)) € R x ... x R% .

Es versteht sich von selbst, daf die Lipschitzkonstante L hinreichend klein sein mufl. Genauere
Aussagen beziiglich der Wahl von L sind in den folgenden Ergebnissen jeweils explizit enthalten.

Neben (V1) und (V2) soll die allgemeine Losung der betrachteten zufilligen Differenzenglei-
chung auch die folgende Voraussetzung erfiillen:
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(V3) Fiir beliebige w € Q ezistieren alle w-Losungen von (1.35) auf ganz Z, sind dort eindeutig
bestimmt, und die allgemeine Lisung

A=A Ap) tEXZ X QxR RE x ... x R = R
ist mefbar und beziglich der letzten Variablen stetig.

Wihrend die Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3) fiir alle Ergebnisse der Abschnitte 1.4, 1.5
und 1.6 ausreichen werden, wird in Abschnitt 1.7 zusitzlich die folgende Voraussetzung (V4)
benotigt.

(V4) Fir beliebige i = 1,...,p, k € Z, w € Q und = € R? seien die Abschitzungen
”Fi(k,w’w)”k+l,w <M

erfillt, mit einer Konstanten M > 0.

Zu guter Letzt soll noch eine neue Notation eingefithrt werden.
Bemerkung 1.4.1 Fiir beliebiges
z=(z,...,2P) € R%* x...x R¥ = R?

und 3,7 € {1,...,p} mit ¢ < j definiert man

e = (2,...,2) € RAx..xR%,
>t = (aM1,...,2P) € REHx...X R ,
¢S = (2f,...,29) € R¥Ex...xR%,

usw. .. Fiir jede beliebige Teilmenge {¢1,...,tm} C {1,...,p} sei
”(zila e axim)“k,w = ”w‘.l”kyw + e + ”xim“kyw °
Schliefllich sei abkiirzend

)‘Si = (/\1,...,)\,’),
)\>,‘ = (A,‘+1, ey /\p) )

usw. .. Generell werden also Teilvektoren von Vektoren stets durch hochgestellte Zeichen (etwa
<1, > i, usw.) angegeben, bei Abbildungen werden dagegen stets durch tiefergestellte Zeichen
entsprechende Kombinationen der Komponentenabbildungen abgekiirzt. Dies soll im folgenden
einige Formulierungen mdoglichst iibersichtlich gestalten. _ o

Nach diesen Vorbemerkungen kann nun damit begonnen werden, weitergehende Aussagen
beziiglich der Existenz zufilliger invarianter Faserbiindel von (1.35) herzuleiten. Betrachtet man
die zufillige lineare Differenzengleichung zx41 = A(k,w)zg, oder ausfiihrlicher

b = Akl

22, = Ay(k,w)z?
k+1 . 2( )k (1.36)

xi+1 = Ap(k,w)z},
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so erkennt man sofort, daf§ die zufilligen Unterraumbiindel
U (w):={(k,2) e Zx R :2f =0fiir j£4} ;, i=1,...,p,

invariant beztiglich (1.36) sind — und das gilt natiirlich auch fiir alle zufilligen Unterraumbiindel,
die von den U**(w) erzeugt werden, insbesondere etwa fiir die zufilligen Hierarchien

Usiw) = {(k,2) e ZxR¥:2> =0},
U (w) := {(k,2)€ZxR?:25 =0},
firt=1,...,p— 1, sowie fiir die zufilligen zentralen Unterraumbiindel
UI(w):= {(k,z) e Zx R : 2% =0, 277 =0},
fir 1 < ¢ < j < p. Insgesamt erhilt man also 2P — 2 nichttriviale zufillige invariante Unter-

raumbiindel fiir (1.36), darunter als Spezialfille je p — 1 Hierarchiefaserbiindel /< (w) bezie-

hungsweise U>*(w), sowie ”2—'3&2 zentrale Faserbiindel 1/*7(w). Welche dieser zufilligen invari-
anten Unterraumbiindel iiberleben aber eine kleine nichtlineare Stérung als zufillige invariante
Faserbiindel?

Die Antwort auf diese Frage wird in mehreren Teilen gegeben werden. Zunichst sollen die
invarianten Hierarchien untersucht werden. Es wird sich sogleich herausstellen, dafl diese Un-
terraumbiindel eine kleine nichtlineare Stérung tatsichlich iberstehen — und der Beweis dieser
Aussage beruht einfach auf einer mehrfachen Anwendung von Satz 1.3.1.

Lemma 1.4.2 Gegeben sei eine zufillige Differenzengleichung der Form

zr41 = A(k,w)z + F(k,w, zk) (1.37)

die den zu Beginn dieses Abschnittes aufgefihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3) geniigt,
mit 0 < L< %,. Dann gibt es zwei Hierarchien

SStw) ¢ 8fw) C ... C S Y(w),
S”lw) O 8% w) O ... D 8P Hw)
von zufdlligen invarianten Faserbindeln fir (1.837). Diese Faserbiindel sind von der Form
S (w) = {(k,z)€ZxR?: 2> = sSi(k,w,25)},
8> (w) = {(k,z)€ZxR: 25 = > (k,w,2>)},
mit meflbaren Abbildungen

s ZxQxRAYx...xRE - REHx...xRP,
' L IxQx BRI x. .. xRP — RAx...xR¥H,
Dariber hinaus gilt fir allei=1,...,p—1:
(a) Die zufilligen invarianten Faserbindel S (w) und 8> (w) lassen sich folgendermafen
dynamisch charakterisieren:
S¥w) = {(k,€) € Zx RY: (s k,w,£) ist ¥~ -quasibeschrinkt beziiglich w} =
{(k,€) € Z x R : A(+; K,w, &) st y~- und v -quasibeschrankt bez. w} ,
{(5,&) € Z x R? : A\(+; k,w, &) ist yT-quasibeschrinkt beziiglich w} =
{(k,&) € Z x R : \(-; k,w, ) st yF- und 5 -quasibeschrinkt bez. w} ,

fiir jede Wahl von v € [oiy1,—- + 6,054 — 68, 1 21—+ 6 und 0 < 2 < ap+ — 6.

8>i(w)
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(b) Fir beliebige k € I, w € Q und €,& € R? gilt
559 (k,w,0)=0 und s>(k,w,0)=0,

sowie

K2Lp(6 — KLp)

6% = &l

[1s%4(k, @, €5%) = 85 (%, 0, E%) w0

-  §(6-2KLp)
. . . — KZLp((S — KLp) . .
> >\ __ >t >1 < >1 __ g1 .
“3 (K’w,g ) s (n,w,g )”K,w — 6(6 _ 2I(Lp) ”& § ”n,w

(c) Jede Periodizitit von A, F und || - ||k o beziglich k ibertrigt sich auf die Abbildungen s<*
und s>*. (Vergleiche Satz 1.8.1(a),(iii).)

Beweis: Um die obigen Aussagen zu beweisen, mufl nur Satz 1.3.1 in geeigneter Weise angewandt
werden. Sei dazu i € {1,...,p — 1} beliebig, aber fest. Zerlegt man dann jedes z € R in der
Form z = (z+,2~) € RY" x RY™ mit

+ ; - ;
R :=R% x...x R¥% und R :=R%+ x...xR%

und setzt ||z ||k w 1= |||k w, beziehungsweise ||27||kw := ||2%||k» (man vergleiche dazu auch
Bemerkung 1.4.1), dann erhilt man fiir

At (k,w) := diag(41(k,w), ..., Ai(k,w)) und A~(k,w):= diag(Ai+1(k,w),..., Ax(k,w))
leicht

3t (m,n,w)zt = (B1(m,n,w)z,...,8i(m,n,w)z'),
3~ (m,n,w)z” = (Bip1(m,n,w)z ..., 8y(m,n,w)zP),

und weiter

| (myn,w)|lnme < Ko™ firalle m<n,
127 (m,n,w)|lnme < Keoffy" firalle m2>mn.
Ferner gelten mit F+ := (F,..., F;) beziehungsweise F~ := (Fj41,..., Fp) die Ungleichungen

”F+(k7w’w) - F+(k’wa5’)”k+1,w
||[F=(k,w,z) — F=(kyw,2)||k+1,0

illlz - #|lkw < pLlle - 2|lkw ,

<
< (p-dllle-2llke < pLlle - 2[lkw -

Nun 148t sich Satz 1.3.1 direkt anwenden und liefert alle Aussagen beziiglich S (w) und $>¥(w)

— mit Ausnahme der alternativen dynamischen Charakterisierungen in (a). Diese folgen aber

leicht aus Lemma 1.2.6 beziehungsweise Lemma 1.2.4, wenn man die Ungleichungen
I1F(k,w,z) = F(k,w,?)|lk410 < PLllz = |k »

sowie 71 > oy,— + 6 > oy— + KpL und 0 < 73 < ap 4 — 6 < ap 4 — KpL beachtet. Damit ist
das Lemma bereits bewiesen. <
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Bemerkung 1.4.3 Hingt die Nichtlinearitdt F in Gleichung (1.37) noch von einem Parameter
p € P ab, und zwar mit Voraussetzungen wie in Satz 1.3.1, so kann man leicht zeigen, daf
auch die (nun parameterabhingigen) Abbildungen s<*(k,w, €<%, p) und s> (k,w, £>%, p) meBbar
sind, sowie stetig beziiglich der letzten beiden Variablen. In dieser Form wird Lemma 1.4.2 im
nichsten Abschnitt bendtigt. a

Wie das obige Lemma zeigt, gibt es zu den zufélligen invarianten Unterraumbiindeln ¢/ Si(w) und
U>*(w) also in der Tat entsprechende nichtlineare Analoga. Der nichste Satz erweitert dieses
Ergebnis, indem er auch zu den zentralen Unterraumbiindeln ¢4*7(w) nichtlineare Analoga liefert.

Satz 1.4.4 Gegeben sei wieder eine zufillige Differenzengleichung der Form

Tk+1 = A(k,w)(l?k + F(k,w, .’Ek) : (138)

die den zu Beginn dieses Abschnittes aufgefiihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3) geniigt,
mit 0 < L < 2—Igrp(K+ 2 —VK? +4). Dann gibt es zu jeder Wahl von 1 < ¢ < j < p mit
(2,7) # (1,p) eine meBbare Abbildung

s L x AxRE x ... x RY —» R x ... x R%-1 x R4+ x ... x R%,
so daf die Menge
§¥(w) :={(k,2) € Zx R : (2, 2>9) = 6" (k,w, ')}

ein zufdlliges invariantes Faserbiindel fir (1.38) ist. Fir 1 < i < p gelten die dynamischen
Charakterisierungen

SYw) = {(k,€) € Zx R?: A(-;K,w, &) ist v -quasibeschrdnkt beziiglich w} =
{(k,&) € T x RY : A\(+; K, w, £) ist 7~ - und ~j -quasibeschrinkt bez. w} ,

SHP(W) = {(k,€) € Zx R? : A(+; K,w, £) ist v -quasibeschrinkt beziiglich w} =
= {(k,8) € Zx R : A(; k,w, €) ist v - und 95 -quasibeschrdinkt bez. w} ,

fiir beliebige v € [otiy1,— +6,0iy — 6], 11 > a1,- + 8 und 0 < 72 S ap + — 6. Des weiteren erhdlt
man fir 1 < ¢ < j < p die dynamische Charakterisierung

SH(w) = {(k,6) € Z x R : A(+; &y w, €) dst v1 - und 75 -quasibeschrinkt beziiglich w} ,
fiir jede beliebige Wahl von v, € [a; — + 6, ai_1,4+ — 8] und v2 € [@j41,— + 6, a4+ — 8]. SchlieBlich

gilt die Identitdt s (k,w,0) = 0, die Abbildung s*7(k,w,) ist global Lipschitz-stetig beziiglich
der Norm || - ||xw mit der Lipschitzkonstanten

2C(L) . _ . K?Lp(6 — K Lp)
T-C(D) wobes C(L)=C(L,K,b,p) = 50 —2KIp) '’
fir alle k € Z und w € Q, und eventuelle Periodizititseigenschaften von A, F und || - ||k w

beziiglich k ibertragen sich auf die Abbildungen s*7.
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Beweis: Zunichst kann man leicht nachrechnen, dafl die verschirfte Bedingung an L gerade so
gewdhlt wurde, da die Ungleichung

K2Lp(6 — K Lp)

ey = 8(6 — 2K Lp)

<1 (1.39)

erfiillt ist. Die Aussagen beziiglich der zufilligen invarianten Faserbiindel $'#(w) und S**+'?(w),
firi=1,...,p— 1, folgen unmittelbar aus Lemma 1.4.2, denn es gilt offensichtlich

SY(w)= SS(w) wnd  SHP(W) = §(w),
sowie C(L) < %(%j

Was die restlichen Faserbiindel $*/(w) angeht, so deutet die im Satz angegebene dynamische
Charakterisierung bereits darauf hin, daf§ sie gerade die Durchschnitte je zweier Hierarchiefa-
serbiindel sind. Die ausfiihrliche Konstruktion von 8*#(w) verwendet Lemma A.1.1.

Seien dazu 1 < ¢ < j < p beliebig, aber fest gewihlt. Um den Schreibaufwand in Grenzen zu
halten, sei

X R x...x R%-
Xy = R¥x...xR%, (1.40)
X3 = R%+ x.. . xR%.

Gemifl Lemma 1.4.2 werden die beiden Hierarchiefaserbiindel S<7(w) und 8>*~}(w) von mef-
baren Abbildungen s/ und s>*~! erzeugt, und unter Verwendung der soeben eingefiihrten
Abkiirzungen gelten fiir beliebige k € Z, w € Q, £1,& € X1, £,& € X3 und &3,63 € X3 die
Abschétzungen

.Hssj("%w,él,ﬁﬂ - ?Sj(ﬁaw’éjl,é})“n,w < C(L)Hfl - f:l”;c,w + C(L)||§2 - €2||n,w )
1”7 (K, w, &2, &3) — 8”1 (K, w, 0, &)k < C(D)|2 = E2llnw + C(D)|13 — & |k »

wobei die Normen || - ||« auf den Riumen Xy, X; und X3 natiirlich wie in Bemerkung 1.4.1
definiert werden. Definiert man nun die Abbildungsfamilie

T . X1XX3 — ) Xl XX3'
T k) e (0N (Rw, 62,6), 55 (K0, 61,60))

so ist die Abbildung T...(:,-) zunéchst mefibar. Des weiteren gilt fiir beliebige x € Z, w € £,
& € X9, £4,& € X1 und &3,&3 € X3 die Abschitzung

”Tn,w,€2(§l,£3) - Tn,«lﬁz(fh&)“n,w ||3>i_1(""',wa£2,§3) - 3>i_1("5a w, &2, g3)“n,w +
+ 11s%7 (5, 0,1,€2) = 557 (K, 0, &1, €2)lnw <
< CD)Ier - &llrw + C(D)I€3 — Ellnw =
= C(L)lI(&1,83) = (&1, &)lln0 »

d.h. T 0 ¢, ist wegen (1.39) eine Kontraktion auf X1 X X3, beziiglich der Norm [|(¢1,£3)||xw =
[1€1lx,w+1€3l|x,w- Bezeichnet nun s*7(k,w, &) den eindeutig bestimmten Fixpunkt von Ty, ¢,, S0
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ist die Abbildung s*/ gemiB Lemma A.1.1 me8bar. Da auflerdem ein Punkt (¢;, £3) offensichtlich
genau dann Fixpunkt von T ¢, ist, wenn die Beziehung

(K', él’ 521 63) € SSJ(w) n S>£_1(w)_

gilt, ist die in der Formulierung des Satzes angegebene Menge S*(w) tatsichlich ein zufilliges in-
variantes Faserbiindel, das die triviale Losung enthilt, sich in der gewiinschten Weise dynamisch
charakterisieren 148t, und eventuelle Periodizititseigenschaften von A, F und || - ||x. beziiglich
k ibernimmt.

Zum vollstindigen Beweis des Satzes fehlt nun nur noch der Nachweis der globalen L1p-
schitzbedingung. Seien dazu k € Z und w €  beliebig, aber fest. Ferner sei s"J(k,w,§z) =
(849 (k,w, &2), 557 (K, w, &)) € X1 X X3. Da der Punkt

(K" 31’ (F‘"s w, E2)s 52’ 33’1('{'7“’3 52))
fiir jedes {, € X' geméB obiger Konstruktion sowohlin § SJ(w), als auch in §>*~1(w) liegt, erhalt
man mit Lemma 1.4.2(b) fiir beliebige &2,&2 € X die beiden Abschétzungen
lls37 (K, w, &) = 57 (0, &)l =
= ”'S°J(K”wa slyj(n’w,éb) 62) - 55](” w, 3‘1’](”’ w, EZ) 6—2)”n,w =

C(L)||s(k, w, &) — 577 (Ky w0, &)l + C(D)||€2 = Ealluyw »

IN

sowie

”'si’j(""v w, &) — 311("‘ w 52)”&,40 =
= 1877 (5w, €2, 857 (K, 0, 62)) — 877 (5, 0, &3, 857 (8,0, £2)) |l <
C(L)”s.?;](ﬁvafﬁ - SSJ(K’ w E2)||n,w + C(L)||£2 - fZ”n,w ’

und die Addition dieser Ungleichungen liefert sofort

IA

2C(L)

15950, 2) = 70,0 0l < T g 12 = ol

Damit ist alles gezeigt. <&

Bemerkung 1.4.5 Im Hinblick auf spdtere Anwendungen soll in dieser Bemerkung eine
abkiirzende Notation eingefiihrt werden. Fiir beliebige 1 < ¢ < j < p mit (3,j) # (1,p), k € Z,
weQund £ € R% x ... x RY% sei

(K, 79 (k,w,€)) € Z x R

der durch  und ¢ eindeutig bestimmte Punkt in S$%¥(w) (vergleiche Abbildung 1.5). Genauer
gilt also unter Verwendung von (1.40):

Wid(”,“’?f) = (61352’53) € Xl X Xz X X3 ?

mit & := £ und (&1, £3) := s*9(k,w, ). Damit 148t sich dann das zuféllige invariante Faserbiindel
8"(w) auch in der Form

§9(w) = {(s,7(x,0,€)) : K € T, € R x ... x R}

schreiben. a
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Abbildung 1.5: Die Abbildung 7% in der Faser k = &

Mit dem soeben bewiesenen Satz 1.4.4 konnte ein Teil der eingangs gestellten Frage positiv beant-
wortet werden: Die insgesamt gﬂ%@'—zl Hierarchie- beziehungsweise zentralen Unterraumbiindel
iiberleben eine kleine nichtlineare Stérung tatséchlich als zufillige invariante Faserbiindel. Was
aber ist mit den iibrigen 2P — 2 — i”—'l%”—*'zl nichttrivialen Unterraumbiindeln? In Abschnitt 1.6
wird gezeigt werden, daf§ auch sie die Stérung iiberstehen — allerdings in etwas anderer Form
(vergleiche Bemerkung 1.6.4). Die einzelnen Fasern sind dann ndmlich nur das homSomorphe
Bild eines linearen Unterraumes des R%. DaB sie im allgemeinen in der Tat nicht mehr die Gra-
phen von global Lipschitz-stetigen Abbildungen sind, soll jedoch in dieser Arbeit nicht gezeigt
werden. Fiir den Fall einer deterministischen, autonomen Differentialgleichung findet man ein
Gegenbeispiel in AULBACH [10]'2.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes soll nun noch — in Anlehnung an Korollar 1.3.2 — das
asymptotische Verhalten der in dem zufilligen invarianten Faserbiindel S* (w) enthaltenen
Losungen genauer untersucht werden.

Korollar 1.4.6 Gegeben sei wieder eine zufillige Differenzengleichung der Form

Tr+1 = A(k,w)zk + Fk,w, zk) (1.41)

die den zu Beginn dieses Abschnittes aufgefiihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V38) geniigt,
mit 0 < L < 55-(K + 2 — VK? +4). Dann gilt fiir beliebige 1 < i < j < p mit (4,5) # (1,p)
und beliebige w € Q: Ist . eine w-Lésung von (1.41), die in dem invarianten Faserbindel S (w)
enthalten ist, so gelten fiir jedes v > a; _ + é die Ungleichungen :

K(6 — KLp) i, .
< —-t >
(k) |kw < 5 —2KLp Y| |p(K)||kw  fir alle k> &,

0-2KLp ,_ .
> — K <
Wkl > =g M)l fir alle k<,

2Durch Ubergang zur Zeit-1-Abbildung ist damit natiirlich auch der Fall einer deterministischen, autonomen
Differenzengleichung erfafit.
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und fir jedes 0 < v < a; 4 — 0 die Ungleichungen

K(6 — KLp) k- .
——1 Kow k<k,
le(®)|kw < 5 2I(Lp [|u(&)]| fiir alle K

§—2KLp ,_ )
Tl e 1T\ " KW l k > .
”:u’(k)Hkyw = K((s _ KLP)7 ||”(K’)I| ’ fuT’ a le 2k

vV

Beweis: Beachtet man die fiir beliebige 1 < 7 < j < p giiltige Identitat
(W) = 8N w)N 8 (w),

so erkennt man unmittelbar, dafl die behaupteten Ungleichungen nur fiir die Hierarchiefa-

serbiindel §%%(w) und 8>¥(w), i = 1,...,p — 1, bewiesen werden miissen. Dies kann jedoch
— unter Beachtung des Beweises von Lemma 1.4.2 — wie im Beweis von Korollar 1.3.2 getan
werden. <

1.5 Asymptotische Phasen

In den vergangenen beiden Abschnitten stand die Konstruktion nichtlinearer Analoga gewisser
zufilliger invarianter Mengen der ungestorten linearen Gleichung

Tr41 = A(k,w)zr

im Mittelpunkt. Dabei konnten auch genaue Aussagen iiber das asymptotische Verhalten jener
Losungen, die in diesen zufélligen invarianten Faserbiindeln verlaufen, hergeleitet werden. Was
148t sich aber iiber die restlichen Lésungen der nichtlinearen Gleichung

Tr41 = A(k,w)zk + F(k,w, k) (1.42)

aussagen? Diese Frage soll im folgenden angegangen werden.

Zunichst wird bewiesen, dafl man zu einer beliebig vorgegebenen w-Lésung p von (1.42)
zufdllige invariante Faserbiindel konstruieren kann, die gerade diese Losung gemeinsam haben
— in volliger Analogie zum Fall der trivialen Losung u = 0, der Gegenstand der letzten beiden
Abschnitte war. (Vergleiche Abbildung 1.6.)

Lemma 1.5.1 Gegeben sei eine zufillige Differenzengleichung der Form

tr+1 = A(k,w)zk + F(k,w,z) | (1.43)

die den zu Beginn des letzten Abschnittes aufgefihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V8)
geniigt, mit 0 < L < % Dann gibt es zu beliebigem ¢ € {1,...,p — 1} eine Familie von
Abbildungen

sfo'eo D ExQxREx...xRE - R+ x...x R,
Sioteo : IxQx R+ x ... xRP —» REXx...xR%,

mit ko € Z und & € R?, so daff die Abbildungen s(-,-,-) und s27(-, -, -) meBbar und fir beliebige
ko € Z und & € R? die Mengen

{(k,z) e Z x R? : 2> = Nofo(sz 91,
{(k,z) e Zx R : 25 = noeo(k“’"’ 9}

no ,fo ( )
no,ﬁo (w)
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anams o<t
p(ko — 1) // ‘Sno )
]R'd/‘{-1 P! Noyfo( )
-'Ii-.....’ﬂ Rd /‘
|-
T .
— <_\._
Y/
/ . ""
k=kKo—-1
k= Ko /
k=rot1 “p(ko +1)

Abbildung 1.6: Zufillige invariante Faserbiindel durch die Losung pu = A(+; Ko, w, éo)

zufillige invariante Faserbiindel fir (1.43) sind, die sogenannten Hierarchiefaserbiindel durch

(ko,&0) beziehungsweise durch die Lésung A(+; Ko, w, &o). Diese Faserbiindel lassen sich mittels
nu'eo(w) = {(k,8) € ZXR?: A(:;K,w,€) — A(+; Ko, w, &) st ¥~ -quasibeschrinkt bez. w} ,
~o,£o(“"’) = {(k,€) € Zx R : \(+; k,w, &) = A(+; Ko, w, &o) ist yT -quasibeschrinkt bez. w} ,

mit beliebigem v € [ait1,— + 6, @i + — 8], dynamisch charakterisieren. Schlieflich sind die Abbil-

dungen s§.‘(-,w, -) und sf_"(-,w, -) fiir alle w € Q stetig, und fir beliebige k,ko € Z, w € Q und
6,5’60 € IR'd ngt

K?Lp(6 — KLp), .« -
<iy _ KL £<i < <i_g<i
IlSKo EO(K w,£ ) Sno EO(K, w £ )“K,,w > 6(6 _ ZKLP) “E f ”n,w ’

K?Lp(§ — K Lp)
6(6 — 2K Lp)

167" = &l -

IA

|| Sko fo(K’ w, £ t)_3:c0,&,("7 w f )“nw

Beweis: Sei ¢ € {1,. p 1} beliebig, aber fest gewdhlt. Aus Symmetriegriinden sollen nur die
Aussagen beziiglich S 6o (w) bewiesen werden. Dazu betrachtet man die zuféllige Differenzen-
gleichung

Tkl = A(k,w)(tk + F(k,w,:l)k, EO’EO) ’ (144)
mit 3

F(kaw’ T, ko, 50) = F(k,wsx + )\(k, K’O»waEO)) - F(k,wa )‘(k’ ko, wv&O)) )

die von dem Parameter (ko,&) € Z x RY stetig abhingt. Es it sich leicht verifizieren, daf
diese zufillige Differenzengleichung der gesti)rten Bewegung (vergleiche Satz 2.1.1 in [41]) alle

Voraussetzungen von Lemma 1.4.2 erfiillt. Sei s<! die von diesem Lemma garantierte, jetzt aber
parameterabhéngige, Abbildung. Definiert man dann

no ﬁo(’i w E z) = 3<z(K‘ w, 6 /\si(ﬂ;ﬁo,waﬁo),ﬂo,ﬁo) + )‘>i(K'; K'Oaw’ﬁO) ’
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soist sS¥(-, -, -) offensichtlich meBbar, s3¥(-,w, -) ist fiir beliebige w € Q stetig!3, und sno 50(K' w,*)
geniigt der gewiinschten globalen Llpschltzbedmgung
Zum Beweis der dynamischen Charakterisierung sei zunichst (k,£¢) € Z x R? so gewihlt,
dafl die Differenz .
V(') = A(’ K;,w’f) - A(°; Ko, W, 60)

4~ -quasibeschrinkt beziiglich w ist, fiir ein beliebiges, aber festes v € [@j41,— + 6, @i+ — §]. Da
v eine w, Ko, £o-Losung von (1.44) ist, erhélt man sofort
vsi(K) = 5 (k,w, v<i(K), Ko, &)
und weiter
£ = vi(k)+ Asi(k; ko,w, o) =
= 35‘(,4;,0)’ VSi(K')a ’90,60) + A>t'("“’; K'O’w)EO) =
= ,(K’ w f - /\<,(I‘6; KIO,W,é.O),K/O,fO) + ’\>i(""’; K'Oaw7€0) =
= No €o(ﬁ w 6 1) )
d.h. (,£) € S ro & (w)- Sei nun umgekehrt (k,§) € S oA 6 (w) beliebig. Dann ist die oben definierte
Abbildung v wieder eine w, Ko, €0~ Losung von (1.44), und unter Verwendung von
f = 3E° 50("‘ w, €S z)
erhilt man unmittelbar die Identitét
vsi(k) = f >4 = Asi(K; Koy w, &) =
K,o EO(K w, §< ) A>t(K Ko, w, 60)
‘(R7w’ €S - ’\Si(ﬁ; KOaw’EO), Ko, §0) =
= 85'(5,(‘,’ V<i('f'), ’90760) ’
d.h. v(-) = A5 K,w,8) — A(+; ko, w, &o) ist ¥~ qua,mbeschra,nkt beziiglich w.

Zum Beweis der noch fehlenden Invarianz von S* > ¢ (w) seien (k,§) € ST <t S e(w)und k € Z
beliebig. Dann ist wegen der eben bewiesenen dynam1schen Cha,ra,ktensxerung die Differenz

}‘('; n,w,{) - ’\('; Ko, W, 60)

v~ -quasibeschrénkt beziiglich w, fiir ein beliebiges, aber festes v € [aj41,— + 6,0+ — §]. Mit
(1.5) folgt nun leicht die Identitit

A('; kaw’ ’\(ka R,W,f)) = ’\(°) K‘,w7€) )
d.h. auch die Differenz
A('; k’w7 ’\(k’ "77wa£)) - ’\(’ Ko, w’§0)

ist y7-quasibeschrinkt beziiglich w. Eine nochmalige Anwendung der dynamischen Charakteri-
sierung liefert jetzt sofort

(ky Ak; k,,6)) € S5 (W) -

Damit ist alles bewiesen. : O

3Man beachte dazu Bemerkung 1.4.3 — zusammen mit der Tatsache, daf die Lipschitzbedingung fiir F
gleichmifig beziiglich (ko,&o) gilt.
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Bemerkung 1.5.2 Wie der obige Beweis zeigt, ist es unter der verschirften Bedingung an L,
die in Satz 1.4.4 enthalten ist, auch méoglich, zuféllige invariante zentrale Faserbiindel durch eine
beliebig vorgegebene Lésung zu konstruieren. Da diese Faserbiindel im folgenden jedoch von
keinem Nutzen sein werden, wurde in Lemma 1.5.1 nur das Ergebnis beziiglich der Hierarchie-

faserbiindel angegeben. .
o I ()
R4 |
]Rd
1 -~
v (ko i ~vM (kg + 1)
| >
] I |
T
- Z
------------ - ,(2)
k:ﬁo—l > ’ (K0+1)
k=kKko+1 /JI(KO + 1)

Abbildung 1.7: Die Phasenabbildungen

Wie kann man nun mittels Lemma 1.5.1 genauere Aussagen iiber das asymptotische Verhalten
von beliebigen Losungen der nichtlinear gestorten Gleichung erhalten? Betrachtet man dazu Ab-
bildung 1.7, so springt einem die Antwort férmlich ins Auge. Die geometrische Veranschaulichung
deutet nimlich an, daB man jeder w-Lésung p genau zwei w-Losungen (V) und v(?) eindeutig zu-
ordnen kann, so dal (1) (beziehungsweise v(?)) in §¥¢(w) (beziehungsweise in §>*(w)) verliuft,
und die Differenz

p—v®  (beziehungsweise p — v(?)

y*-quasibeschrinkt (beziehungsweise y~-quasibeschrinkt) beziiglich w ist, fiir jede Wahl von
v € [ait1,- + 8, ai4 — 6). Ist dabei speziell ¥ < 1 wihlbar, so gibt es also genau eine w-
Losung auf dem zufilligen invarianten Faserbiindel S<¢(w), gegen die y fiir k — oo “exponentiell
konvergiert”!4, mit der exponentiellen Konvergenzrate 7.

Es ist die Aufgabe des nichsten Satzes, diese Aussagen exakt zu formulieren und zu beweisen.
Dabei kann man die Beweisidee sofort der Abbildung 1.7 entnehmen: Man schneidet einfach das

Faserbiindel 850'.’60(w) mit dem Faserbiindel $>*(w), beziehungsweise Sio",eo (w) mit S (w).

Satz 1.5.3 Gegeben sei wieder eine zufillige Differenzengleichung der Form

Try1 = A(k,w)zk + F(k,w, zk) (1.45)

“Die “exponentielle Konvergenz” ist dabei natiirlich beziiglich der zeitabhingigen Normen || - ||xw zu ver-
stehen, d.h. es wire durchaus vorstellbar, dafi der euklidische Abstand der betrachteten Lésungen fiir £ — oo
unbeschrinkt ist! Es wird sich jedoch im dritten Kapitel zeigen, dafl dieser Fall bei der Anwendung der Ergebnisse
des vorliegenden Kapitels auf zufillige dynamische Systeme nicht eintritt. Man vergleiche dazu Lemma 3.1.8.
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die den zu Beginn des letzten Abschnittes aufgefiihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3)
gentigt, diesmal allerdings mit der verschédrften Bedingung 0 < L < 51—%;(1{ +2-+vK?+4).
Dann gilt fir jedes beliebige i € {1,...,p—1}:

(a) Zu jeder Wahlvon k € T, w € Q und £ € R? gibt es genau einen Punkt P<i(k,w,£) € RY,
so daf} die Differenz
A(a K,w, 6) - A(v K,w, PS‘(”)“” 6))

v+ -quasibeschrinkt beztiglich w ist, fir beliebige ¥ € [a;i1,— + 6, @i+ —6), und die Inklusion

(5, PSi(k,w,£)) € S (w)

gilt. Die so konstruierte Abbildung P<' : Z x QO x R? — R? ist mefbar, stetig beziiglich der
letzten Variablen und besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Fir beliebige k € T, w € Q und £ € RY gilt die Abschdtzung

1

IPS (5, w, )|l < 1—:__0(_11)”5“""" )

mit C(L) = C(L,K,é,p) = %‘?’_SJ%IL%P < 1. (Vergleiche Satz 1.4.4.)

(i) Ist p eine beliebige w-Losung von (1.45), so ist P w, u(+)) ebenfalls eine w-Lésung
von (1.45), die aber in S (w) verlduft.

(1) Sind die Abbildungen A und F, sowie die Normen || - ||k fir ein w € Q periodisch
in k mit Periode ©® € N, so gilt dies auch fiir die Abbildung P<,

(b) Zu jeder Wahl von k € Z, w € Q und £ € RY gibt es genau einen Punkt P>(k,w,£) € RY,
so daf die Differenz

A('; K’,wag) - ’\('; K"w7P>i(Kaw,€))

v~ -quasibeschrdnkt beziglich w ist, fir beliebige v € [aiy1,— + 0, i + — 8], und die Inklusion
(k, P>'(k,w,€)) € $™'(w)

gilt. Die so konstruierte Abbildung P>* : 7 x Q x R — RY ist mefbar, stetig beziiglich der
letzten Variablen und besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir beliebige k € T, w € Q und £ € RY gilt die Abschdtzung

. 1
1P (5,0, )llngo € T El e

C(L)
(i) Ist p eine beliebige w-Losung von (1.45), so ist P>*(-,w, u(-)) ebenfalls eine w-Lésung
von (1.45), die aber in $7*(w) verliuft.

(1) Sind die Abbildungen A und F, sowie die Normen || - ||k fir ein w € Q periodisch
in k mit Periode © € IN, so gilt dies auch fir die Abbildung P>*.
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Beweis: Aus Symmetriegriinden wird wieder nur (a) bewiesen. Dazu definiert man, unter Ver-
wendung der Abkiirzung X := R% x ...x R%, zunichst eine Abbildungsfamilie

Teweid © O sig L
Kv)wye * n — sz"e(n,w, ssi(K’,w’ T,)) ’

mit k € Z, w € Q und ¢ € RY. Offensichtlich ist T...(-) meSbar und T ,,.(-) stetig, fiir belie-
bige ¥ € Z und w € Q. Mit Hilfe von Lemma 1.4.2(5) und Lemma 1.5.1 kann nun leicht die
Abschitzung

< C(L)||35i(n,w, 7]1) - ssi("’w, 772)”n,w <
< CLY?|Im = m2lluw

hergeleitet werden, fiir beliebige k € Z, w € Q, £ € R4 und 7,72 € X. Wegen der Giiltigkeit von
C(L) < 1 (bekanntlich ist das gerade die Konsequenz der verschirften Bedingung an L) ist die
Abbildung T ., ¢ eine Kontraktion auf X — und besitzt somit einen eindeutig bestimmten Fix-
punkt P(k,w,€) € X. GemiB Lemma A.1.1 ist die Abbildung P meBbar, und das gleichmaBige
Kontraktionsprinzip liefert sofort die Stetigkeit von P(k,w,), fiir beliebige x € Z und w € .
Des weiteren ist ein Punkt 7 € A’ genau dann Fixpunkt von T, ¢, wenn gilt:

| Tk w,e(m) = T w,(m2) |k

n=s2%(kw,s8(k,w,n)) &
& (K, 85 (K,w,m)) € STE(wW) &
& (k,7Y(k,w,n)) € Szjs(w) ,

mit der Abbildung 7'* aus Bemerkung 1.4.5. Definiert man also
PSi(k,w, €) := mV(k,w, P(k,w,£)),

so ist PSi(k,w, ) tatsichlich der eindeutig bestimmte Punkt im R? mit den in Satz 1.5.3(a)
angegebenen Eigenschaften, die Abbildung P< ist mefibar, und natiirlich auch stetig beziiglich
der letzten Variablen.

Beweis von (i): Seien k € Z, w € Q@ und ¢ € R? beliebig, aber fest. Dann folgt aus

1T, (O)lew = ||si"'€(n,w, 35‘(“7“”0))“&(0 <
=0
< ||sz,2(5vw’ 0) - Sz,é(”’w’§>i)||~,w + ” Si,ie("vw"fN) I <
=¢<i
< CONE ks + 1 Nl < 116w + 1€ Ino =
= |l¢llxw
zunichst

”Tn,w,f(-?(n’w,f))”n,w <
||T~,w,£(lj(“vwv ) = T e(0)|lnw + | Tk rw,e(0)|xw <
C(L?||P(8yw, ko + €]k »

1 P(%, 0, &)llx 0

IANIA I
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und daraus schliefilich

||Psi(K’w’€)||n,w = ||(?(N7w76)’SSi(K’aw,:P(K’wLE)))”MW =
= 1B )l + 11555 (5,0, B (5,00, )l <
- 1+C(L
< @+ NI, Ol < TG el =
1
= m”&“rmw

Das war aber zu zeigen.
Beuweis von (11): Sei p eine beliebige w-Losung von (1.45). Ferner sei k € Z beliebig, aber fest,
¢ := p(k) und schlieflich v := A(-; k,w, PS¥(k,w,€)). Dann ist v natiirlich eine w-Lésung von
(1.45), die wegen (k, PSi(k,w,€)) € 8% (w) ganz in §¢(w) verliuft. Dariiber hinaus ist die
Differenz p — v auf Grund der bereits bewiesenen Aussagen yt-quasibeschrinkt beziiglich w,
mit einem beliebigen, aber fiir den Augenblick festen, v € [a41,— + 6, @i 4+ — 6].

Sei nun k € Z beliebig. Dann ist £* := P<(k,w, u(k)) der eindeutig bestimmte Punkt des
RY, fiir den die Differenz

’\(°; k’wa ”(k)) - A(v kawag*)

y*-quasibeschrinkt beziiglich w ist und die Inklusion
(k,€") € 8% (w)
gilt. Wegen der 7*-Quasibeschrinktheit von
H(:) = v(-) = A(s kyw, p(k)) = A5 ks w,v(k))
zusammen mit _
(k,v(k)) € 8% (w)
(v verlduft in S (w)?), gilt also
PSi(kyw, u(k)) = € = v(k).

Da k € Z beliebig war, ist damit auch (%) bewiesen.

Beweis von (i1): Seien k € Z und £ € R? beliebig, aber fest. Weiter sei p := A(-; k,w,£) und
v := PS(.,w, u(-)). Wegen der vorausgesetzten Periodizitit von A(-,w), F(-,w,z) und ||z||.w
sind dann auch die Abbildungen

pr=p(-—0) und v*:i=y(--0)

w-Lésungen von (1.45), deren Differenz eine (beziiglich w) y*-quasibeschrinkte Abbildung ist,
mit ¥ € [@i41,- + 6,054 — 8]. Des weiteren liefert Lemma 1.4.2(c) — unter Verwendung der
Tatsache, daB v in $§%(w) verlduft — die fiir alle k € 7Z giiltige Identitat

v3ik) = wi(k—0)=
= Si(k-0,w, v<i(k — ©)) =
= s5(k,w,vci(k — ©)) =
= ssi(k,w,Vzi(k)) ’
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d.h. auch v* verlauft in S (w). Nun folgt aber leicht

PSi(k 4+ 0,w,u*(k+ 9)) =
V*(f‘i + @) = l/(n) =
= PS’(n,w,f) .

PSi(k 4 0,w,8)

Damit ist Satz 1.5.3 bewiesen. o

Eine erste Folgerung aus Satz 1.5.3 wiirde sich an dieser Stelle sofort anbieten: Man konnte
durch eine einfache Umformulierung des Satzes ein Reduktionsprinzip fir zufillige, nichtautono-
me Differenzengleichungen angeben. Dieses Prinzip — das im Fall autonomer Differentialglei-
chungssysteme auf PLiss [35] und KELLEY [29], und im nichtautonomen Fall auf AULBACH [9]
zuriickgeht — erlaubt es, die Stabilitit der trivialen Losung von (1.45) in Zusammenhang zu
bringen mit der Stabilitit der trivialen Losung einer niedriger-dimensionalen Gleichung. Es soll
jedoch hier nicht eigens formuliert werden. (Man vergleiche dazu Abschnitt 1.6 in [41].)

1.6 Topologische Entkopplung

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie man einer beliebigen w-Losung p der zufélligen Diffe-
renzengleichung
zry1 = A(k,w)zr + F(k,w, zk) (1.46)

mittels der Abbildung P<‘ auf kanonische Art und Weise eine w-Lésung zuordnen kann, die
in dem zufilligen invarianten Faserbiindel S<*(w) verlduft. GemiB Satz 1.5.3(a),(4) ist diese
Losung gegeben durch

PE(ew, () - (1.47)
Nun sind aber die Punkte (k,£) € SS'(w) bereits durch die Angabe von k € Z und £5% €
R% x ...x R% eindeutig festgelegt. Insofern sind eigentlich nur die ersten i Komponenten

P<<:( W, ,u( -)) (vergleiche Bemerkung 1.4.1) der Abbildung in (1.47) von Interesse — und die
geniigen wieder einer zufilligen Differenzengleichung. Die Tatsache, daf die Abblldung in (1.47)
eine w-Losung von (1. 46) ist, die in SS¥(w) verlduft, liefert nimlich sofort, daf P<‘( yw, 4(+))
eine w-Losung der (d; + ...+ d;)-dimensionalen Gleichung

“’k+1 = A<i(k, w)zst + Fei(k,w,zg S sSi(k,w, 25t))
ist. Vollig analog erhilt man, daf die letzten p — i Komponenten der Abbildung
P> (-,w, u1(-))
eine w-Losung der (di;1 + ...+ dp)-dimensionalen Gleichung
o2ty = Asi(k,w)zpt + Fi(k,w, 8™ (k,w,27%),27°)
sind. Definiert man jetzt eine meSbare Abbildung Ei : Z x @ x R? — R? durch

Ei(k,w,€) := (PZ{(k,w,£), P3i(K,0,€)) ,
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so ist die Abbildung E*(-,w, u(-)) eine w-Losung der d-dimensionalen Gleichung

xé-::l - Ag:(k,w)zé' + Fs.'(k,w, z1§i7ssi(k,w’ mksz))

. . . A 1.4
Asi(k,w)zg + Fsi(k,w, s> (k,w,z3t), 23") (1.48)

1
ZTk41

fir jede beliebige w-Lésung p von (1.46). Wichtig ist dabei, daB die neue Gleichung (1.48)
einfacher als die Ausgangsgleichung (1.46) ist — sie ist ndmlich entkoppelt. Das nun folgende
Lemma zeigt, daB man auch umgekehrt jede w-Lésung von (1.48) auf eine w-Losung von (1.46)
abbilden kann, und vieles mehr. Im Hinblick auf spitere Anwendungen wird zunédchst nur der
Spezialfall p = 2, ¢ = 1 behandelt.

R4 f 8>1(w)

24--4°°
515 ’7r2'2(n,w,£2)

Abbildung 1.8: Zu Lemma 1.6.1(a)

Lemma 1.6.1 Gegeben sei eine zufillige Differenzengleichung der Form

Tr41 = A(k,w)zk + F(k,w, zk) (1.49)

die den zu Beginn von Abschnitt 1.4 aufgefihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3) geniigt,
und zwar mit p = 2 und der verschdrften Bedingung 0 < L < %(K +2—-+K?+4). Neben
(1.49) wird noch die zufillige Differenzengleichung

zry1 = A(k,w)zr + Fo(k,w, zk) (1.50)

mit entkoppelter Nichtlinearitit

. [ F(k,w,at,sS(k,w,zl))
Fk,w,o)= < Fy(k,w, Y (k, w, 2%), 2%)

betrachtet'5. Dann gibt es mefbare Abbildungen E,E : 7 x Q x R? — RRY, so daf folgendes gilt:

5Die Abbildungen s=! und s>! existieren gemif Lemma 1.4.2.
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(a) Fiir beliebige k € I, w € Q und £ € R ist (k, E(k,w, §)) der eindeutig bestimmte Schnitt-
punkt der zufilligen invarianten Faserbindel 857;2,2 (n,w,ei’)(“’) und S i}rm( n,w,el)(“’) in der
Faser k = k. (Man vergleiche dazu auch Abbildung 1.8.)

(b) Fiir beliebige k € Z und w € Q sind die Abbildungen E(k,w,-) und E(k,w,-) stetig und
einander invers, mithin Homéomorphismen auf dem RY.

(c) Ist u eine beliebige w-Losung von (1.49), so ist E(-,w, u(-)) eine w-Losung von (1.50).
(d) Ist v eine beliebige w-Lisung von (1.50), so ist E(-,w,v(-)) eine w-Lésung von (1.49).

(e) Fiir beliebige k € T, w € Q und ¢ € R? sind die Abschdtzungen

IA

2 2 el < 1B 0 < T e

_ ) 2
0B e < B0, € =)l

erfillt, mit C(L) = C(L, K,6,2) = 2122 g,_(i;{sz) <l

(f) Bine eventuelle Periodizitit der Abbildungen A und F, sowie der Normen ||- ||k beziiglich
k dbertrigt sich auf die Abbildungen E und E.

Die Gleichungen (1.49) und (1.50) sind also topologisch dquivalent vermdge der Abbildung E,
im Sinne von Definition 1.1.1.

Beweis: Definiert man — unter Verwendung von Satz 1.5.3 — die Abbildung F durch
E(5,w,€) = (P} (5,0, ), P (5,,€)) (1.51)

so ist die Abbildung E(k,w,-) offensichtlich fiir beliebige K € Z und w € § stetig. Dariiber
hinaus ist die Aussage in (c), wie auch die Aussagen in (e)'® und (f) beziiglich der Abbildung
E, eine leichte Folgerung aus Satz 1.5.3, unter Beachtung der Bemerkungen vom Beginn dieses
Abschnittes. Die restlichen Aussagen des Lemmas sollen nun der Reihe nach bewiesen werden.

Beweis von (a): Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 1.5.3(a) durchgefithrt. Man
definiert also zunéchst eine Abbildungsfamilie

?

T R% x R: — R4 x R%
rwk - (m,m) +~ (3;},1,1 (n,w,&l)(K” w,M2), 35;,2,2 (N’w,ez)(ﬁ, w,m))
mit k € Z, w € Q und ¢ € RY. Wieder ist T...(+,-) offensichtlich mefibar, und fiir beliebige

k € Z und w € Q ist die Abbildung T (-, ) stetig. Wegen der fir alle k € Z, w € Q, § € R4,
M, € R% und 1,7, € R% giiltigen Abschitzung

”Tnywyi(nl? 772) - TK!‘”:E(I’_?]-’ "_72)”"1") S C(L)”nl - ﬁlll"yw + C(L)”nz - 7_72”"1"‘" =
= C(L)”(’h, 772) - (ﬁla "_72)”n,w )

'$Hier allerdings nur die Abschitzung nach oben.
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zusammen mit C(L) < 1, ist die Abbildung T, ¢ eine Kontraktion auf R% x R% = R¢ — und
besitzt somit einen eindeutig bestimmten Fixpunkt E(n,w,{). Nun implizieren Lemma A.1.1
und das gleichmiBige Kontraktionsprinzip sofort die MeBbarkeit von E, sowie die Stetigkeit von
E(k,w,) fiir beliebige k € Z und w € €. Beachtet man schlieflich, daB ein Punkt (5, 7;) genau
dann Fixpunkt von Ty, ¢ ist, wenn die Beziehungen .

= szjrl’l ("9w’£1)(n’w’ 172) und M2 = 35’1‘2'2("'7“"162)(&,‘0, 771)
& (k,m,m) € Si;1,1(,‘,w,€1)(“’) und  (k,m,M2) € 821,2,2(,"“,,52)(“’)
gelten, so ist der Beweis von (a) abgeschlossen.
Beweis von (b): Die Stetigkeit von E(k,w,-) fiir beliebige x € Z und w € @ wurde eben gezeigt.
Die noch fehlenden Beziehungen
E(k,w,E(k,w,6))=¢ und E(k,w,E(k,w,€))=¢
fiir beliebige k € Z, w € Q und ¢ € RY konnen — unter Verwendung von (1.51) und Satz 1.5.3
— mit Hilfe der bereits bewiesenen Charakterisierung von E(k,w,§) leicht verifiziert werden.

Beweis von (d): Die in (d) behauptete Aussage folgt sofort aus (c) und der soeben bewiesenen
Tatsache, daf8 die Abbildungen E(k,w,-) und E(k,w,-) einander invers sind.

Beweis von (e): Man iiberzeugt sich leicht, daB die beiden Abschitzungen nach unten eine
unmittelbare Konsequenz aus (b) und den beiden Abschitzungen nach oben sind, d.h. es muf}
nur noch die Abschitzung fiir E nach oben nachgewiesen werden. Seien dazu k € Z, w € Q und
€ € R4 beliebig, aber fest. Beachtet man die Bezichungen

mi(kw, &) = (€55 (k,w,Y),

%k, 0,8 = (871(kw,8%),€%),
dann liefert
||Tﬂyw)€(0, O)IIK,W = ”S:,}rl,l (n,w,&l)(n7 w, 0)“&,“} + ”357]7}2’2("1“)762)(’{’ w, O)I |~,w S
< ||sz:r1,1(n,w,€1)(n,w,0) - Si,il,l(n,w,el)(ﬁ,w,SSI(n,w,gl))”w +
+1l fi,irl,l(n,w,gl)(""'a w,sﬁl(ﬁ,w,fl))lﬂn,w +
=1
+ llsf»:fz’z(ﬂ,wyfz)(ﬁ’w’ 0) - sg,irz’?(n,w,ﬁz)(n’w’ 3>1(K'a w’Ez))”n,w +
1155 h2 o) (502871 (5,0, €%) [l <
=2
< C@NIs= (ks w5 Elmw + 16 lnw + C(D)18™ (5,0, )l + 1€l <
< A+ CILYE Y kw + A+ CELHNE Ik < 2 nw + 2/1EIxw =

2([€ |1
die Abschitzung
||E(n,w, Ollew = ||T~,w,£(E(",w,f))||n,w <
”Tntwa(E(K”w7 6)) - Tnywyf(o’ 0)”":“) + ”Tn,w,e(o, 0)”"1(‘) S

<
< CONIE(R,w, O)llew + 211€] I »
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womit auch (e) bewiesen wire.

Beweis von (f): Wie bereits erwihnt wurde, ist die erste Aussage eine unmittelbare Konsequenz
aus der Definition von E und den entsprechenden Aussagen in Satz 1.5.3. Mit (b) folgt dann
aber auch leicht die Behauptung fiir E. &

Das soeben bewiesene Lemma 1.6.1 ist das erste Ergebnis zur topologischen Aquivalenz zufilliger
Differenzengleichungen im Rahmen dieser Arbeit. Es ist allerdings nur ein Hilfsresultat auf
dem Weg zum Hauptergebnis dieses Abschnittes. Bevor jedoch dieses Hauptergebnis présentiert
werden kann, mufl noch ein weiteres Lemma bewiesen werden.

Lemma 1.6.2 Gegeben set eine zufillige Differenzengleichung der Form

tp41 = A(k,w)zr + F(k,w, zk) (1.52)

die den zu Beginn von Abschnitt 1.4 aufgefiihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3) geniigt.
Dann gibt es eine positive Konstante

6
0< I = L*(K,,9) S g (K +2 - VEP £4),

so dapf fir 0 < L < L* die entkoppelte zufillige Differenzengleichung

zry1 = Alk,w)zr + Fo(k,w, zk) (1.53)

mit der Nichtlinearitit

Fl(kaw,ﬂl'l(k’w’zl))

FB(k,w,**(k,w,z?
Fe(k,w’ x) = 2( i ( ))
F,(k,w,mPP(k,w,zP))

allen Voraussetzungen von Satz 1.4.4 geniigt, und daf die von diesem Satz garantierten zufilligen
invarianten Faserbindel fir (1.58) in Wirklichkeit zufillige invariante Unterraumbindel sind,
d.h. die sie bestimmenden Abbildungen verschwinden identisch.

Beweis: Ist zunichst 0 < L < ﬁ(K + 2 — v/ K? + 4), so erhilt man unter Verwendung von
Satz 1.4.4 und Bemerkung 1.4.5 fiir beliebige i = 1,...,p, k € Z, w € Q und 2¢,7* € R% die
Abschétzung
|| Fi(k,w, "i’i(k7w? ‘731)) - Fi(k"‘”Wi'i(k,w>5’i))||k+l,w <
< Lllwi’i(k,w,w‘) - w”i(k,w,i’i)nk’w =

= L||s"(k,w,2') — s (k,w, 2")||kw + L||* — &|[kw <

< L (12_0—% + 1) ll2* — ||k -

Wegen lim;,_,o C(L) = 0 gibt es dann eine Konstante

0< L* = L*K,6,p) < %,‘,p(l{ +2-VK?+4),
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so daf fiir alle 0 < L < L* sowohl die Ungleichungen
| Fi(k,w, 75k, w,2%)) = Fi(k,w, 7(k,0,3"))| k41,0 < 2L||2° - &|lew < 2L||2 - #llkw , (1.54)

als auch

6 6
- 2 —
2L < 2K2p(K +2-vVEK?2+4)< I (1.55)
gelten. Fiir 0 < L < L* verifiziert man nun leicht, dafl jede der Gleichungen
xiH = Aij(k,w)zl + Fi(k,w, " (k,w, z})) (1.56)

die Bedingungen der Lemmata 1.2.2, 1.2.4, 1.2.5 und 1.2.6 erfiillt. Damit erhélt man unmittelbar
die folgenden Aussagen:

o Gemifl Lemma 1.2.6 existieren alle w-Losungen von (1.56) fiir jedes ¢ = 1,...,p auf ganz Z
und sind dort eindeutig bestimmt. Ferner ist die zugehdrige allgemeine Losung meBbar (dies
ist eine unmittelbare Konsequenz aus Lemma A.l.1), sowie stetig beziiglich der letzten
Variablen (dies folgt aus dem gleichmifigen Kontraktionsprinzip). Unter Beachtung von
(1.54) und (1.55) sieht man nun aber sofort, daff (1.53) allen Voraussetzungen des Satzes

1.4.4 geniigt, d.h. es existieren zufsllige invariante Faserbiindel 8" (w) fiir (1.53), die von
mefibaren Abbildungen §* erzeugt werden.

e Gemifi Lemma 1.2.2 ist die triviale Losung von (1.56) die einzige w-Losung, die vy~ -
quasibeschrénkt ist beziiglich w, fiir jedes v > a;,_ + 6.

e Gemif Lemma 1.2.4 sind alle w-Lésungen von (1.56) y*-quasibeschrinkt beziiglich w, fiir
jedes vy > a; _ + 6.

o Gemifl Lemma 1.2.5 ist die triviale Lésung von (1.56) die einzige w-Losung, die y*-
quasibeschréankt ist beziiglich w, fiir jedes 0 < v < a; 4+ — 6.

¢ Gemifl Lemma 1.2.6 sind alle w-Lésungen von (1.56) v~ -quasibeschrénkt beziiglich w, fiir
jedes 0 < v L ;4 — 4.

Mit diesen Aussagen folgen schlieflich fiir beliebige 1 < ¢ < p die Identitdten
) = {(58€ZxR: £ =8V (kw,65) = 0},
) = {(%8) € LR : S = §41P(k,w,67%) = 0},

~i+1l,p

31’i(w
S M (w

und firl<:<j<p
8" (W) = {(5,6) € T x RY : (€4, £>7) = §4(k,w, £57) = (0,0)} .
Damit ist alles gezeigt. <

Nachdem nun auch das zweite Lemma bewiesen ist, kann im folgenden das Hauptergebnis dieses
Abschnittes présentiert werden, das eine Verallgemeinerung von Lemma 1.6.1 darstellt. Es soll
gezeigt werden, dafl die eingangs erwihnte Gleichung (1.46) einer entkoppelten Differenzenglei-
chung topologisch dquivalent ist, die aus p Teilgleichungen besteht, und zwar fiir beliebiges p.
Mehr kann man natiirlich gar nicht erwarten, denn die zugehdrige homogene lineare zufillige
Differenzengleichung besitzt ja ebenfalls Blockdiagonalgestalt mit genau p Blocken.
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Satz 1.6.3 Gegeben sei wieder eine zufillige Differenzengleichung der Form

Try1 = A(k,w)zg + F(k,w, zk) (1.57)

die den zu Beginn von Abschnitt 1.4 aufgefiihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3) geniigt.
Dann gibt es eine positive Konstante

6
0< L*:L*(K,é,p)s W(K+2— V.K2+4),

so dap fiir 0 < L < L* die entkoppelte zufillige Differenzengleichung

Tr+1 = A(k,w)zk + Fo(k,w, zk) (1.58)

mat der Nichtlinearitdt

Fy(k,w, 1 (k,w,z!))
Fy(k,w,m2(k,w, z?
Fe(k,w, x) = 2( ) ( ))

Fy(k,w, PP(k,w, zP))

allen Voraussetzungen des letzten Lemmas 1.6.2 geniigt, und daff mefbare Abbildungen E, E :
Z x Q x R4 — R? mit folgenden Eigenschaften ezistieren:

(a) Fir beliebige k € Z und w € Q sind die Abbildungen E(k,w,-) und E(k,w,-) stetig und
einander invers, mithin Homéomorphismen auf dem RRY.

(b) Ist p eine beliebige w-Lisung von (1.57), so ist E(-,w, u(-)) eine w-Lésung von (1.58).
(c) Ist v eine beliebige w-Lésung von (1.58), so ist E(-,w,v(-)) eine w-Lésung von (1.57).

(d) Fiir beliebige k € Z, w € Q und ¢ € R? gelten die Ungleichungen

A

1

E”f”mw = IIE(H,w,OIIn,w < Bll¢llxw
1 .

ke < NEH,w,Ollw < Bll€lew

mit einer Konstanten B = B(L,K,6,p) > 1. Insbesondere tbertragen also die Abbil-
dungen E und E jede Quasibeschrinktheitseigenschaft einer betrachteten Losung auf die
Bildlosung, d.h. die zufilligen invarianten Faserbiindel von (1.57) gemdf8 Satz 1.4.4 wer-
den auf die entsprechenden zufilligen invarianten Unterraumbiindel von (1.58) abgebildet,
und umgekehrt.

(¢) Eine eventuelle Periodizitdt der Abbildungen A und F, sowie der Normen ||- ||k beziglich
k tubertrigt sich auf die Abbildungen E und E.

Mit anderen Worten: Die Gleichungen (1.57) und (1.58) sind topologisch dquivalent vermdge
der Abbildung E, im Sinne von Definition 1.1.1.
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Beweis: Die Behauptungen werden durch Induktion iiber p bewiesen. Fiir den Induktionsanfang
p = 2 miissen nur Lemma 1.6.1 und Lemma 1.6.2 zitiert werden.

Sei nun also p > 3. Dann existiert wegen Lemma 1.6.1 eine positive Konstante L > 0, so
daB fiir alle 0 < L < L} die Ausgangsgleichung (1.57) der teilweise entkoppelten Gleichung

try, = Ak,w)zl + Fi(k,w, 2}, sSH(k,w, z}))
2ty = As(k,w)el + Fo(k,w, 87N (k,w,a2,...,20),23,. .., %) (159)
‘”z+1 = Ap(k’w)wz"i' Fp(k’w’s>l(kawawlzca' ..,wi),wi,. ,(Ez)

topologisch dquivalent ist, vermoge der Abbildung E(M) (und mit “inverser” Abbildung EM),
Ferner existieren wegen Lemma 1.1.2 alle w-Losungen von (1.59) auf ganz Z, sind dort eindeutig
bestimmt, und die zugehorige allgemeine Losung im Sinne von (1.4) ist mefbar, sowie stetig
beziiglich der letzten Variablen ¢ € IRY. Da (1.59) entkoppelt ist, gelten analoge Aussagen auch
fiir die Teilgleichung

tp = A(k,w)i + Fo(k,w, 2N (k,w,23,...,28), 23, ..., %)
: (1.60)
Thpy = Ap(k,w)zh + Fp(k,w, s (k,w,z},...,2%),23,...,2}%) .

Wie im Beweis von Lemma 1.6.2 kann man nun zeigen, daf die Nichtlinearitdten in (1.60) einer
globalen Lipschitzbedingung geniigen — mit einer fiir L — 0 ebenfalls gegen 0 konvergierenden
Lipschitzkonstanten. Somit existiert eine positive Konstante 0 < L* < Lj, so daB fiir alle
0 < L < L* die Induktionsannahme auf (1.60) angewandt werden kann. Demnach ist (1.60) der
vollstandig entkoppelten Gleichung

xiﬂ = Ay(k,w)zi + F(k,w, s> (k,w, 724 k,w, wi)), #24k,w,z?))

xz+1 = Ap(k,w)zz+Fp(k,w,s>1(k,w,7“rp’1’(k,w,w£)),ferP(k,w,zz))

topologisch #quivalent, vermége einer Abbildung E(® (mit “inverser” Abbildung E(?). Dabei
werden die von Satz 1.4.4 garantierten zufilligen invarianten Faserbiindel fiir die Gleichung
(1.60) mit 8"’(w) und die zugehérigen Projektionsabbildungen gem&f Bemerkung 1.4.5 mit
#%9(w) bezeichnet.

Definiert man nun — fiir beliebige « € Z, w € @ und £ € RY — die Abbildungen E und E
durch

E(K/,w,f) : (EIEI)(K’“)’E)’E(Z)(K,U,E(>11)(K,w7£)))a
E(r,w,€) = EW(k,w,&, EO(k,w0,67),

so ist die Gleichung (1.57) fiir beliebiges 0 < L < L* der entkoppelten Gleichung
xllc-}-l = Al(k’w)wllc + Fl(k’w’wllwssl(k’w’zllc))
x12c+1 = Ag(k‘,w)l‘% + FZ(kaw,5>l(kawa%2’2(1‘7"‘),:”12(:))’%2’2("7"‘)775%)) (1 61)

z2+1 = Ap(k7w)mz + Fp(k’ w, 3>1(kaw, frp,p(k,w, zz)), irp’p(k, w, :I:Z))
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topologisch dquivalent, vermoge E (mit “inverser” Abbildung E). Dariiber hinaus verifiziert man
leicht die Aussagen in (a), (b), (c), (d) und (e), allerdings beziiglich der Gleichung (1.61) an
Stelle von (1.58).

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dafi die Gleichungen (1.58) und (1.61) iibereinstimmen.
Zunichst einmal gilt wegen Satz 1.4.4 fiir beliebige k € Z, w € @ und &' € R% die Identitat

(Elvsgl(ﬁa"%gl)) = Wl,l(’{‘,w,gl) .

Seien nun i € {2,...,p}, K € Z, w € Q und & € R% beliebig, aber fest. Ferner sei p die
(eindeutig bestimmte) w-Lésung von (1.60), die der Anfangsbedingung

gl = 1 (k,w,¢)

geniigt. Dann ist x4 auf Grund von Satz 1.4.4 und Bemerkung 1.4.5 zunéchst einmal ;- und 75 -
quasibeschrinkt beziiglich w, fiir beliebige 11 € [a;,—+6, @i—1,+ — 6] und 72 € [@i41,— +6, o 4 — ]
Des weiteren ist die Abbildung

vi= (s w,u(-)), #(+))

eine w-Losung von (1.57)17. Beachtet man jetzt die fiir alle £ € Z giiltige Ungleichung

(B)llkw = [l (kyw, () lkw + 1R k0 < (C(L) + DR Ik »

so erkennt man sofort, daB auch v (beziiglich w) 7; - und 7; -quasibeschrinkt ist, mit 7; und 72
wie oben. Eine erneute Anwendung von Satz 1.4.4 und Bemerkung 1.4.5 — diesmal jedoch auf
die Ausgangsgleichung (1.57) — liefert die Beziehung

(k,v(k)) € 8% (w) oder v(k) = 1 (k,w,vi(K)),
und mit v;(k) = pi(k) = € folgt schlieflich

Ti(k,w, &) = v(k)=
= (3>1(n,w,u(/§)),u(n))= N )
= (P (0, 0, ), 1,0, E)

d.h. die Gleichungen (1.58) und (1.61) sind tatsachlich identisch. &

Bemerkung 1.6.4 Betrachtet man noch einmal die entkoppelte Gleichung (1.58), so erkennt
man leicht, daf§ diese Gleichung nicht nur die von Satz 1.4.4 garantierten Lﬂéﬂ zufélligen
invarianten Faserbiindel (beziehungsweise in diesem Fall: Unterraumbiindel) besitzt, sondern
vielmehr das Maximum von 2?7 — 2 nichttrivialen zufélligen invarianten Unterraumbiindeln —
in volliger Analogie zum homogenen linearen Fall, der zu Beginn des Abschnittes 1.4 behandelt
wurde. Bildet man nun diese Unterraumbiindel mittels £ ab, so erhilt man auch fiir die Aus-
gangsgleichung (1.57) 2P — 2 nichttriviale zufillige invariante Mengen. Es sei jedoch an dieser
Stelle nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, daf§ im allgemeinen nur die Fasern der von
Satz 1.4.4 garantierten Faserbiindel Graphen von global Lipschitz-stetigen Abbildungen sind. O

'"Dies folgt leicht aus der globalen Existenz und Eindeutigkeit der w-Lésungen von (1.57) und (1.60) unter
Verwendung der Invarianz von $”!(w).
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1.7 Topologische Linearisierung

Im anstehenden letzten Abschnitt des ersten Kapitels sollen die Ergebnisse von Abschnitt 1.6
noch verfeinert werden. Die nichtlinear gestorte zuféllige Differenzengleichung

Tr+1 = A(k,w)zk + F(k,w,zk) (1.62)

ist ndmlich nicht nur einer entkoppelten, aber immer noch nichtlinearen Gleichung topologisch
dquivalent, sondern vielmehr einer entkoppelten und fast vollstindig linearen Gleichung. In
vielen Fillen 1iBt sich sogar die topologische Aquivalenz zur ungestérten homogenen linearen
Gleichung

zkt1 = A(k,w)zk

erreichen.

Bevor jedoch diese “Hartman-Grobman Sétze” angegeben werden kénnen, miissen noch drei
einfache Lemmata bewiesen werden, die im Fall deterministischer Differentialgleichungen auf
PALMER [33] zuriickgehen.

Lemma 1.7.1 Gegeben seien die beiden zufilligen Differenzengleichungen

Tk+1 = A_(k,w)(llk + fl(k,wa ZBk) (1'63)

und

zry1 = A7 (k,w)zk + fa(k,w, zk) (1.64)

mit mepbaren Abbildungen A~ : Z x Q — GL(RY ) und f1,f2 : Zx @ x RY™ — R4 . Es
sei @7 (m,n,w) die Ubergangsabbildung der homogenen linearen Differenzengleichung zx41 =
A~ (k,w)zy. Dariber hinaus gelte fiir beliebige m,n € Z, w € Q und z,z € R :

“Q-(m’nvw)“n,m,w < Ko™™" fﬁr m2>n,

”fl(k,w,m)”k+1,w < M und ”fl(k’w’w)_ fl(k,w,i)”k+l,w < L”w - f“k,w )
||f2(k""’m)”k+1,w <M und ”f?(k,""’w) - fZ(k’waE)”k+l,w <Lz - E”k,w )

mit reellen Konstanten 0 < a_ < 1, K > 1, M >0und 0 < L < 1_}?‘. Schlieflich sei noch
vorausgesetzt, daff alle w-Lésungen von (1.63) beziehungsweise (1.64) auf ganz Z ezistieren, dort
eindeutig bestimmt sind, und daf die zugehérigen allgemeinen Losungen XV, A3 : 7 x Z x Q x
R — RY™ mefbar sind, sowie stetig beziiglich der letzten Variablen.

Dann gibt es zu jeder Wahl von k € I, w € Q und £ € RY" einen eindeutig bestimmten Punkt
H~(k,w,€) € RY", so0 daf die Differenz

’\(2)('; K,Ww, H—(K)w7 6)) - )‘(l)(a m,w,f)

1-quasibeschrdnkt beziiglich w ist. Die so erzeugte Abbildung H= : Z x @ x RY — RY™ besitzt
folgende Eigenschaften:

(a) H™ ist mefbar und fir beliebige k € Z und w € Q ist die Abbildung H~(k,w,-) stetig.
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(b) Fiir beliebige k € T, w € Q@ und £ € RY ist die Abschditzung

oK M
—_ _ < —
||H (n,w,{) 6“""" “1—-a_-KL

erfillt.

(c) Istv eine beliebige w-Ldsung von (1.63), so ist die Abbildung H~(-,w,v(+)) eine w-Ldsung
von (1.64).

(d) Eine eventuelle Periodizitit der Abbildungen A=, fi und f;, sowie der Normen || - ||kw

bezuglich k dbertrdgt sich auf die Abbildung H™.

Beweis: Betrachtet man die von dem Parameter (ko,&) € Z x R abhingige zufillige Diffe-
renzengleichung

2k = A”(k,w)zx + fo(k,w, 2k + XD (E; ko, w0, &) — fa(kyw, A\O(k; ko, w,60)),  (1.65)

so 1aB8t sich leicht verifizieren, dafl alle w, kg, £o-Losungen auf ganz Z existieren, dort eindeutig
bestimmt sind, und dafl die zugehorige allgemeine Losung

A ZxZxOxRY xZxRY - RY

mefbar und beziiglich der letzten drei Variablen stetig ist. Dariiber hinaus erfiillt (1.65) alle
Voraussetzungen von Lemma 1.2.2 mit 7 := 1, unter Beachtung von Bemerkung 1.2.3. Demnach
gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung p : Z x Q@ x Z x RY™ — RY™, so daB fiir beliebige
Kyko € Zyw € Q und & € RY™ die Abbildung

’\(3)('; k,w, “(K"wa Ko, £O)a Ko, €0)

1-quasibeschrdnkt beziiglich w ist. Ferner ist u mefibar, die Abbildung u(k,w, Ko, ) ist stetig,
und es gilt die Abschitzung

2KM
<2847
”ﬂ‘(""’w’ '(‘;0’60)””’“’ “l-a--KL’

fiir beliebige &, ko € Z, w € Q und & € R4
Nun ist aber eine Abbildung v : Z — R%” genau dann eine w, kg, £o-Losung von (1.65), wenn
die Abbildung
v(-) + A ko, w, o)

eine w-Losung von (1.64) ist. Setzt man also
H™(k,w,8) :=§ + p(k,w,5,§),
dann liefert das die eindeutig bestimmte Abbildung H ™, so daf’
A 1w, H (K, w, €)) = A (5 1,0, €)

eine (beziiglich w) 1-quasibeschrinkte Abbildung ist, fiir jedes k € Z, w € Q und ¢ € R4 . Die
restlichen Aussagen von Lemma 1.7.1 werden folgendermafien bewiesen:
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(a) Die bereits erwihnte MefBbarkeit von p impliziert sofort die Mefibarkeit von H~ — und die
Stetigkeit von H ~(ko,w,-) ist eine Konsequenz der Stetigkeit von p(xo,w, ko, *).

(b) Die geforderte Ungleichung folgt sofort aus der obigen Abschitzung fiir u(x,w, ko, &o).

(¢) Zum Beweis der Aussage (c) sei v eine beliebige w-Losung von (1.63), sowie & := v(Ko),
v*(k) := A3 (k; ko,w, H™(Ko,w, &o)). Dann ist v* eine w-Losung von (1.64), und v* — v ist
1-quasibeschrankt beziiglich w. ’

Sei nun k € Z beliebig und &* := H~(k,w,v(k)). Es wurde bereits gezeigt, dafl £* der
eindeutig bestimmte Punkt des RY9™ ist, fiir den die Differenz

A(2)(’ K‘,w,g*) - A(l)(; K,w, V(K))
1-quasibeschrénkt beziiglich w ist. Dann impliziert aber die Identitét
A (k; k,w,v(k)) = v(k)

unmittelbar die 1-Quasibeschranktheit (beziiglich w) der Abbildung v*(-) — AV(; k,w, v(k)),
d.h. v*(2) = MA(:5 k,w,£*) und

H™(k,w,v(K)) =& =v*(r) .
Da k € Z beliebig war, ist somit H~(:,w,v(+)) eine w-Losung von (1.64), und zwar v*.

(d) Die Aussage zur Periodizitit von H~ 148t sich wie in Satz 1.5.3(a), (111) zeigen, indem man
die bereits bewiesene dynamische Charakterisierung des Punktes H~(k,w, £) verwendet. %

Das nichste Lemma behandelt die “duale” Situation.

Lemma 1.7.2 Gegeben seien die beiden zufilligen Differenzengleichungen

Tk+1 = A+(k,0.))$k + fl(k’w, mk) (1'66)

und

Try1 = At (k,w)zk + fo(k,w, zx) (1.67)

mit mefibaren Abbildungen A* : Z x @ —» GL(R') und f1,f, : T x © x R — R¥. Es
sei ®t(m,n,w) die Ubergangsabbildung der homogenen linearen Differenzengleichung Ty41 =
At(k,w)zk. Dariber hinaus gelte fiir beliebige m,n € Z, w € Q und z,% € RI*:

”q>+(m7n7w)”n,m,w < Ka?_n fir m<mn,

I fi(k,w, 2)l k410 < M und || fi(k,w,2) = fi(k,w, Z)|lk+10 < Ll|T = Z]|kw »

| fo(kyw, @)l let1,0 < M und || fo(k,w, &) = f2(k,w, Z)|lk+1,0 < Lz — Zlkw
mit reellen Konstanten ay > 1, K > 1, M > 0und 0 < L < 5“}{;1 Dann ezistieren alle
w-Lésungen von (1.66) beziehungsweise (1.67) auf ganz Z, sind dort eindeutig bestimmt, und
die zugehérigen allgemeinen Losungen XD, \?) : 7 x 7 x Q x R¥ - R sind mefbar, sowie
stetig beziglich der letzten Variablen.
Ferner gibt es zu jeder Wahl von k € Z, w €  und £ € R einen eindeutig bestimmten Punkt
Ht(k,w,€) € R, so daff die Differenz

A(z)('a k,w, H+(K’9w, 6)) - ’\(1)(’ K"wag)

1-quastbeschrdinkt beziiglich w ist. Die so erzeugte Abbildung HY : Z x Q x R¥ — R besitzt
folgende Eigenschaften:
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(a) Ht ist mefbar und fiir beliebige k € Z und w € Q ist die Abbildung H* (k,w, ) stetig.
(b) Fir beliebige k € Z, w € Q und £ € RY* ist die Abschitzung

V¥ (5,,€) = €l < 712
erfillt.
(c) Ist v eine beliebige w-Lésung von (1.66), so ist die Abbildung H 'i'(-,w, v(-)) eine w-Lisung
von (1.67).
(d) Eine eventuelle Periodizitit der Abbildungen AY, f und f, sowie der Normen || - ||k w

beziiglich k tbertragt sich auf die Abbildung Ht.

Beweis: Der Beweis kann véllig analog zum Beweis von Lemma 1.7.1 durchgefiihrt werden. Die
Existenz der allgemeinen Lésungen von (1.66) und (1.67) im Sinne von (1.4) erhilt man wie im
Beweis von Lemma 1.2.6, die Aussagen zur MeBbarkeit (beziehungsweise zur Stetigkeit beziiglich
der letzten Variablen) folgen direkt aus Lemma A.1.1 (beziehungsweise aus dem gleichmifligen
Kontraktionsprinzip). %

Das nun folgende dritte Lemma gibt Bedingungen an, unter denen eine nichtlineare zuféllige
Differenzengleichung einer linearen Gleichung topologisch dquivalent ist. '

Lemma 1.7.3 Fir jede beliebige Wahl der Konstanten 0 < a_ <1< oy, K>1und M >0
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Gegeben sei die zufillige Differenzengleichung

Tr41 = A7 (k,w)zk + 7 (k,w, zk) (1.68)

und die zugehdrige homogene lineare zufdillige Differenzengleichung

Tiy1 = A7 (k,w)zk (1.69)

mit mefbaren Abbildungen A~ : Z x @ — GL(RY") und f~ : Z x Q@ x R — RY".
&~ (m,n,w) sei die Ubergangsabbildung von (1.69). Des weiteren wird angenommen, daf
alle w-Lésungen von (1.68) auf ganz Z ezistieren, dort eindeutig bestimmt sind, und daf
die allgemeine Lésung mefbar, sowie stetig beziiglich der letzten Variablen ist. Zu guter
Letzt gelte fiir beliebige m,n € Z, w € Q und z,z7 € R :

”@_(man,w)”n,m,w < Ka™™ fir m>n,

”f_(kaw’ w)”k+l,w <M und ”f_(ka“-”m) - f_(kvwai)”k-l-l,w < L”(L‘ - :l_)”k,w ’

wobei 0 < L < 1_,?‘ . Dann gibt es mefbare Abbildungen H-,H~ : Z x @ x R — R4,
so dap H~(K,w,") und H ~(k,w, ) fiir beliebige k € Z und w € Q stetig sind, mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Ist p eine w-Lésung von (1.68), so ist H(-,w,u(-)) eine w-Lésung von (1.69).
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(4) Ist v eine w-Lisung von (1.69), so ist H=(-,w,v(-)) eine w-Lésung von (1.68).

(i) Fiir beliebige k € T und w € Q sind die Abbildungen H™(k,w,-) und H™(k,w,")
einander invers, mithin Homéomorphismen auf dem R?™ .

(i) Eine eventuelle Periodizitdt der Abbildungen A~ und f~, sowie der Normen || - ||kw
beziiglich k dibertrigt sich auf die Abbildungen H~ und H™.

Die zufilligen Differenzengleichungen (1.68) und (1.69) sind also topologisch dquivalent.

(b) Gegeben sei die zufillige Differenzengleichung

Tky1 = A+(k,w)a:k + f"'(k,w,a:k) (1.70)

und die zugehorige homogene lineare zufillige Differenzengleichung

Trp1 = AT(k,w)zx (1.71)

mit mefbaren Abbildungen A* : T x @ — GL(R?") und f+ : Z x Q@ x R¥* — R¥,
&t (m,n,w) sei die Ubergangsabbildung von (1.71), und fiir beliebige m,n € Z, w € Q und
2, € RY gelte: '

[|@*(m,n,w)|lnmw < KaT™™ fir m<n,

If*(kyw, 2)llk410 S M und ||fF(k,w,2) = FH(k,w, 2)llk410 < Lllz = Zllkw ,

wobei 0 < L < &’k;l Dann gibt es mefbare Abbildungen HY, H+ : Z x Q x R¥* — Rd*,
so daf H*(k,w,) und H*(k,w,-) fir beliebige k € T und w € Q stetig sind, mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Ist u eine w-Lésung von (1.70), so ist Ht(-,w,u(-)) eine w-Ldsung von (1.71).
(4) Ist v eine w-Lésung von (1.71), so ist H*(-,w,v(-)) eine w-Lésung von (1.70).

(i%) Fiir beliebige k € T und w € Q sind die Abbildungen H*(k,w,-) und Ht(k,w,")
einander invers, mithin Homdomorphismen auf dem R4,

(iv) Eine eventuelle Periodizitit der Abbildungen At und f*, sowie der Normen || - ||k
beziiglich k tbertrdgt sich auf die Abbildungen HY und H™.

Die zufilligen Differenzengleichungen (1.70) und (1.71) sind also topologisch dquivalent.

Beweis: Aus Symmetriegriinden wird nur (a) bewiesen — (b) ergibt sich vollig analog unter
Verwendung von Lemma 1.7.2 an Stelle von Lemma 1.7.1.

Mit fi(k,w,z) = f~(k,w,z) und fo(k,w,) := 0 liefert Lemma 1.7.1 eine mefbare Abbil-
dung H~ : Z x Q@ x RY™ — R4", die beziiglich der letzten Variablen stetig ist, und die die in (3)
und (iv) geforderten Eigenschaften besitzt.

Mit fi(k,w,z) := 0 und fo(k,w,2):= f~(k,w,z) dagegen liefert Lemma 1.7.1 eine mefbare
Abbildung A~ : Z x © x RY™ — R4, die ebenfalls beziiglich der letzten Variablen stetig ist,
und die die in (%) und (iv) geforderten Eigenschaften besitzt.

Es bleibt also nur noch (%) zu zeigen. Dazu wird Lemma 1.7.1 ein drittes Mal angewandt,
diesmal mit fi(k,w,z) := f~(k,w,z)und fo(k,w,z) := f~(k,w, z). Bezeichnet dann A(k; k,w,§)
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die allgemeine Losung von (1.68), so gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung H* : Z X Q X
R4 — R4™, so daB fiir beliebige k € Z, w € Q und £ € R¥" die Differenz

A(’; K,w, H*(K"wa 6)) - ’\(’ K,w’f)

1-quasibeschrankt beziiglich w ist, und zwar H*(k,w,£) = € auf Z x @ x R?". Andererseits
zeigen die obigen Definitionen von H~ und H~, daf fiir jedes k € Z, w € Q@ und ¢ € R die
Differenzen

(-, k,w)H (K,w, &)= A(+; kyw, &)

und
A kyw, B (K0, H™ (K,w,€))) — 87 (-, K, w) H (K, w, )

1-quasibeschrankt beziiglich w sind. Dann ist aber auch die Differenz
A(%s &y, E_(K'aw’ H™(k,w,€))) — A5 K, w,£)

1-quasibeschrankt fiir alle k € Z, w € Q und ¢ € R — und die Eindeutigkeitsaussage von
Lemma 1.7.1 impliziert

B (k,w, H (k,w,8)) = H*(k,w, )= ¢ auf ZxQxRY .

Analog 148t sich die Giiltigkeit von H~(k,w, H~(k,w,£)) = € auf Z x Q@ x R?™ nachpriifen.
Damit ist der Beweis von Lemma 1.7.3 abgeschlossen. <

Bemerkung 1.7.4 Geniigen die Abbildungen f* in Lemma 1.7.3 den Identititen
X (k,w,0)=0
fiir alle k¥ € Z und w € Q, dann liefert der obige Beweis sofort
HY*(k,w,00=0 und H*(k,w,0)=0 firalle kecZ,weQ.

In diesem Fall ist ndmlich die triviale w-Losung der gestoérten zufilligen Differenzengleichung
(1.68) beziehungsweise (1.70) die eindeutig bestimmte w-Lsung, die 1-quasibeschrinkt beziiglich
w ist. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen nun die beiden zentralen Ergebnisse dieses Abschnittes
bewiesen werden. Der folgende erste Satz ist eine zufillige nichtautonome Version des klassischen
Satzes von Hartman-Grobman.

Satz 1.7.5 Gegeben sei eine zufillige Differenzengleichung der Form

Tkt = A(k,w)zk + F(k,w, k) (1.72)

die den zu Beginn von Abschnitt 1.4 aufgefihrten Voraussetzungen (V1), (V2), (V3) und (V4)
geniigt. Ferner gelte

1 g (a‘."" _6’ aiy— +6) ?
firallet=1,...,p.
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Dann gibt es eine positive Konstante L* > 0, so daf (1.72) fir 0 < L < L* den Vorausset-
zungen von Satz 1.4.4 geniigt und der homogenen linearen zufilligen Differenzengleichung

Tkt = A(k,w)zk (1.73)

topologisch dquivalent ist, vermége einer Abbildung H (gemdf Definition 1.1.1), die der Identitdt
H(k,w,0) = 0 fir beliebige k € Z und w € Q geniigt und eine eventuelle Periodizitdt von A,
F und den Normen || ||k beziiglich k ibernimmt. Dariber hinaus bildet die Abbildung H jede
in einem zufilligen invarianten Faserbindel S (w) verlaufende w-Lésung auf eine w-Lésung
von (1.78) ab, die in dem entsprechenden zufilligen invarianten Unterraumbindel verlduft, und
umgekehrt.

Beweis: Zunichst existiert gemifl Satz 1.6.3 eine Konstante L7 > 0, so daf8 (1.72) fiir 0 < L < L}
der entkoppelten Gleichung (1.58) topologisch dquivalent ist, vermdge einer Abbildung E. Des
weiteren liefert der Beweis von Lemma 1.6.2 eine Konstante 0 < L* < Lj, so daf fiir alle
0 < L < L* die Ungleichungen

”Fi(k’w’ Wi’i(kawami)) - Fi(k’w’Wi’i(k’w’ii))”k+l.w < 2L”x£ - Ei”kyw

erfiillt sind, fiir beliebige ¢ = 1,...,p, k € Z, w € Q und 2, 7' € R%, sowie

6
2L < E .
Dann geniigt aber jede der Gleichungen
Thia = Ai(k,w)ak + Fi(k,w, 7k, 0, 7})) (1.74)

den Voraussetzungen von Lemma 1.7.3(a) oder (b), je nachdem ob 1 > a; - + 6 oder 1 < o 4 — 6
gilt — und damit ist (1.74) der homogenen linearen Gleichung

-’”i+1 = A,-(k,w):z:;;

topologisch dquivalent, vermdge einer Abbildung H (), die wegen Bemerkung 1.7.4 die Identitit
HO(k,w,0) =0 auf Z x Q erfiillt. Definiert man abschliefend fiir k € Z, w € Q und £ € R4

H(k,w,§):= (H(l)(fc,w, Ey(K,w,8)),.. ., H(”)(n,w, Ep(k,w,£))),

und beachtet, dafl w-Lésungen, die in einem zufilligen invarianten Unterraumbiindel von (1.58)
verlaufen, mittels H wieder in dieses Unterraumbiindel abgebildet werden, so ist Satz 1.7.5
bewiesen. <

Bemerkung 1.7.6 Man sieht sofort ein, dafl im sogenannten hyperbolischen Fall, d.h. falls
1¢[ai4,0;-] firale i=1,...,p
gilt, die Konstante § in (V1) stets so gewéhlt werden kann, daf Satz 1.7.5 anwendbar ist. O

Was ist aber im nicht-hyperbolischen Fall? Natiirlich erhilt man dann nur eine teilweise linea-
risierte Gleichung. Das entsprechende Ergebnis ist im nun folgenden verallgemeinerten Satz von
Hartman-Grobman enthalten.
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Satz 1.7.7 Gegeben sei wieder eine zufdllige Differenzengleichung der Form

zr+1 = A(k,w)zr + F(k,w, z) (1.75)

die den zu Beginn von Abschnitt 1.4 aufgefihrten Voraussetzungen (V1), (V2), (V3) und (V4)
geniigt. Ferner gelte
1€ o, 0],

fir eini € {1,...,p}. 4 .
Dann gibt es eine positive Konstante L* > 0, so daf (1.75) fir 0 < L < L* den Voraussetzun-
gen von Satz 1.4.4 geniigt und der entkoppelten, teilweise linearen zufilligen Differenzengleichung

Thpr = Aik,w)ak

"’;;1-11 = A,'_l(k,wi)a:;;'l o

m;c+ll = Ai(k,w)z}, -I_-+Il",~(k,w, i (k,w,z})) (1.76)
g = Au(k,w)y

T = Ap(k,w)z}

topologisch dquivalent ist, vermdége einer Abbildung H (gemdf8 Definition 1.1.1), die der Identitdit
H(k,w,0) = 0 fiir beliebige k € Z und w € Q geniigt und eine eventuelle Periodizitit von A,
F und den Normen || - ||k beziglich k ibernimmt. Dariber hinaus bildet die Abbildung H jede
in einem zufilligen invarianten Faserbindel $%(w) verlaufende w-Lésung auf eine w-Lésung
von (1.76) ab, die in dem entsprechenden zufilligen invarianten Unterraumbiindel verlduft, und
umgekehrt.

Beweis: Der Beweis kann véllig analog zum Beweis von Satz 1.7.5 durchgefiihrt werden — mit
dem Unterschied, daf die ¢-te Teilgleichung nun nicht mehr linearisiert werden kann. <&

Mit Satz 1.7.7 ist das Ende des ersten Kapitels dieser Arbeit erreicht. Wie die vergangenen
Abschnitte gezeigt haben, kann das Verhalten gewisser nichtlinearer zufilliger Differenzenglei-
chungen tatséchlich unter Verwendung einer zugeordneten linearen Gleichung studiert werden.
Immer noch offen sind jedoch die bereits frither aufgeworfenen Fragen zur konkreten Anwend-
barkeit dieser Ergebnisse. Wie sollen etwa die Normen || - ||x., gewihlt werden, damit die Bedin-
gungen an die Ubergangsabbildungen ®; der linearen Gleichung erfiillt sind? Sind die globalen
Lipschitzbedingungen an den nichtlinearen Anteil nicht viel zu einschréinkend? Die Beantwor-
tung dieser Fragen ist dem dritten Kapitel vorbehalten. Zuvor sollen jedoch im nichsten Kapitel
die zufélligen Differentialgleichungen behandelt werden.



Kapitel 2

Zufiallige Differentialgleichungen

2.1 Grundlegende Begriffe und Definitionen

Im vorliegenden zweiten Kapitel dieser Arbeit sollen die bislang entwickelten Methoden auf den
Fall zufalliger Differentialgleichungen iibertragen werden — und dieser erste Abschnitt dient der
Wiederholung grundlegender Definitionen und Ergebnisse, sowie der Festlegung der im folgenden
verwendeten Notation. :

Sei dazu I C R ein beliebiges nichtleeres Intervall, (2, F) ein beliebiger Mefiraum und P ein
metrischer Raum. Weiter sei f : I x 2 x R? x P — IR? eine Abbildung, so da f(-,w,-,p) fir
beliebige w € 2 und p € P mefbar ist. Dann heift eine Gleichung der Form

= f(t,w,:n,p) (2'1)

(nichtautonome) parameterabhingige Differentialgleichung (mit Parametern w und p). Fiir belie-
bige w € Q und p € P heiflt eine absolutstetige Abbildung X : J — RY, die auf einem nichtleeren
Intervall J C I definiert ist, w, p-Ldsung von (2.1), falls die Abbildung f(:,w, A(-),p) auf J lokal
integrierbar und die Identitit

¢
M) =A@ = [ £(r,0,\(r), p)dr
fiir alle ¢, s € J erfiillt ist, oder — dquivalent dazu! — die Gleichheit

At) = f(t,w, \(t),p)

fiir Lebesgue-fast alle t € J gilt. Geniigt die Abbildung A dariiber hinaus der Identitidt A(7o) = &o,
fiir vorgegebene 19 € J und & € RY, so erfiillt A die Anfangsbedingung

z(10) = o » (2.2)

d.h. A lést das Anfangswertproblem (2.1), (2.2). Ist schliefilich die Abbildung f sogar meBbar,
so heift (2.1) zufdllige Differentialgleichung mit Parameter p.

Was die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen einer (zufilligen) Differentialgleichung der
Form (2.1) angeht, so sind wie im Fall der gewShnlichen Differentialgleichungen — wie er etwa in

!Die Aquivalenz folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir absolutstetige
Funktionen, wie er etwa in dem Buch von WALTER [40, Satz 9.23] enthalten ist.

65
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AMANN [1], HALE [19] oder HARTMAN [22] behandelt wird — zusétzliche Voraussetzungen an f
vonndten, und zwar im wesentlichen eine lokale Lipschitz-Stetigkeit beziiglich z. Entsprechende
Existenz- und Eindeutigkeitssitze findet man in BUNKE [13] und HASMINSKII [23], ein fiir den
Rahmen dieser Arbeit vollig ausreichender Satz ist im Abschnitt A.2 des Anhangs angegeben.

Sei nun angenommen, daf die zufillige Differentialgleichung (2.1) den Voraussetzungen des
Satzes A.2.1 geniigt. Bezeichnet dann A(+; 70,wo, €0, po) die auf Grund dieses Satzes eindeutig
bestimmte und auf ganz I existierende wp, po-Lésung des Anfangswertproblems (2.1), (2.2), so
ist die Abbildung

AIxIxQxRIxP—R?

mefbar, fiir beliebiges wy € Q ist A(+;-,wo, -, -) stetig, und man nennt A die allgemeine Lisung
von (2.1). Des weiteren iiberzeugt man sich leicht, dafl die Identitit

AMt2; Tyw,&,p) = A(t2; t1,w, A(t1; Ty w, €, p), D) (2.3)

fiir jede Wahl von 7,t,t; € I, w € Q, € € R und p € P erfiillt ist.

Vollig analog zum diskreten Fall kann man auch auf der Klasse der zufilligen Differential-
gleichungen einen Aquivalenzbegriﬁ' einfithren. Diese nichtautonome Version der topologischen
Aquivalenz autonomer gewdhnlicher Differentialgleichungen (man vergleiche etwa AMANN [1,
p. 178]) ist Gegenstand der folgenden Definition.

Definition 2.1.1 Gegeben seien zwei zufillige Differentialgleichungen

T = fl(t7w7z) (24)

und

&= fot,w,) (2.5)

mit einem nichtleeren Intervall I C R und mefbaren Abbildungen fi, fa : I x @ x R —» R4,
Dann heifien die Gleichungen (2.4) und (2.5) topologisch dquivalent vermdge H, wenn es eine
Abbildung H : I x @ x R? — RY mit folgenden Eigenschaften gibt:

(a) Fir beliebige 7 € I und w € Q ist die Abbildung H(r,w,-) ein HomSéomorphismus auf
R? mit Umkehrabbildung H='(7,w,-), die Abbildungen H,H! : I x Q x RY — R? sind
mefbar, und fir beliebige w € Q sind die beiden Abbildungen H(-,w,-) und H™!(-,w,")
stetig.

(b) Fir jede beliebige w-Lésung p von (2.4) ist die Abbildung H(-,w,u(-)) eine w-Lésung der
Gleichung (2.5).

(c) Fiir jede beliebige w-Lisung v von (2.5) ist die Abbildung H™1(-,w,v(-)) eine w-Lésung
von (2.4).

Es leuchtet unmittelbar ein, dafl in der obigen Definition die Bedingung (¢) automatisch erfiillt
ist, wenn (a) und () gelten, und die Gleichungen (2.4) und (2.5) den Voraussetzungen des
Satzes A.2.1 geniigen. _

Von besonderem Interesse ist natiirlich auch bei den zufilligen Differentialgleichungen der
lineare Spezialfall. Seien dazu mefibare Abbildungen A : I x @ — L(R%) und b : I x @ — RR9
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gegeben, so daff die Abbildungen A(-,w) und b(-,w) fiir beliebige w € Q2 lokal integrierbar sind.
Dann heifit die zufillige Differentialgleichung

&= A(t,w)z + b(t,w) (2.6)

(inhomogene, nichtautonome) lineare zufillige Differentialgleichung?, und die zugehérige homo-
gene lineare zufillige Differentialgleichung ist gegeben durch

= A(t,w)z (2.7)

Man iiberzeugt sich leicht, daB unter den oben gemachten Annahmen die Gleichungen (2.6)
und (2.7) den Voraussetzungen des Satzes A.2.1 geniigen, d.h. alle w-Losungen dieser beiden
Gleichungen existieren auf ganz I und sind dort eindeutig bestimmt. Entsprechendes gilt auch
fiir die w-Losung &(-, 7o,w) : I — L(IRY) des Anfangswertproblems

X = A(t,w)X , X(7)=idga

im Raum L(R?), und die so definierte Abbildung & : I x I x @ — L(R9) wird wie iiblich
Ubergangsabbildung von (2.7) genannt. Mit ihrer Hilfe lassen sich die allgemeinen Lésungen von
(2.6) beziehungsweise (2.7) leicht angeben. Wihrend die allgemeine Lésung von (2.7) durch

)‘(t7 To,W, 50) = Q(tv TO,“’)&O (28)

gegeben ist, gilt fiir die allgemeine Lésung von (2.6) die sogenannte Formel der Variation der
Konstanten

Nt 700,60 = (1, 0)60+ [ B(t,,0)b(5,0)ds (29)

deren Giiltigkeit unter Verwendung des Satzes von Fubini (vergleiche BAUER [11, Korollar 23.7])
leicht verifiziert werden kann. Diese Formel wird — zusammen mit der nun folgenden Version
des bekannten Gronwall-Lemmas — im weiteren Verlauf dieses Kapitels von fundamentaler
Bedeutung sein.

Lemma 2.1.2 (Gronwall-Lemma) Gegeben seien ein nichtleeres IntervallI C R, ein 1o € I,
sowie lokal integrierbare, mefbare Abbildungen u,a,b : I — R¢. Ist dann fir alle t € I die
Abschdétzung

u(t) < a(t) +

/, : b(s)u(s)ds

erfiillt, so erhdlt man fir alle t € I die Abschdtzung

u(t) < a(t) + DL

/T : a(s)b(s)e

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas kann véllig analog zu dem in AMANN [1, pp. 89f] angege-
benen Beweis gefiihrt werden, wenn man den in WALTER [40, Satz 9.23] enthaltenen Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung fiir absolutstetige Funktionen beachtet. &

2Setzt man nur die lokale Integrierbarkeit der Abbildungen A(-,w) beziehungsweise (-, w) fiir beliebige w € Q
voraus, so spricht man wie im eingangs behandelten allgemeinen Fall von einer parameterabhdngigen linearen
Differentialgleichung mit Parameter w. Diese Situation wird nur in den Hilfssitzen des ndchsten Abschnittes
vorkommen.
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2.2 Quasibeschrinkte Losungen

Wie bereits erwihnt wurde, orientiert sich der Aufbau dieses zweiten Kapitels sehr stark an dem
des letzten Kapitels. So ist es sicher nicht verwunderlich, dal auch bei den zufilligen Differen-
tialgleichungen der Begriff der Quasibeschrinktheit eine zentrale Rolle in der zu entwickelnden
Theorie spielen wird. Bei der Ubertragung des entsprechenden Begriffes aus Definition 1.2.1 auf
den kontinuierlichen Fall sind jedoch zwei Dinge zu beachten:

¢ Die in Definition 1.2.1 auftauchenden Normen ||z||t,, muBten zwar meBbar von den Ar-
gumenten (k,w,z) € Z x Q x R? abhéingen, weitere Bedingungen wurden jedoch nicht
gestellt. Dagegen kann im kontinuierlichen Fall auf zusitzliche Bedingungen nicht verzich-
tet werden, da sonst zum Beispiel die eindeutige globale Lésbarkeit der zu untersuchenden
zufslligen Differentialgleichung nicht aus den (unter Verwendung der Normen ||z]|;, for-
mulierten!) Voraussetzungen folgen wiirde.

e Zum anderen wire es ziemlich unnatiirlich, den Begriff der y-Quasibeschranktheit auf
das Wachstum der Funktion 4! zu beziehen. Wie im (in der Arbeit [41] behandelten)
deterministischen Fall wird deshalb die Funktion e die Rolle von 4 iibernehmen.

Nach diesen Bemerkungen ist die folgende Definition sicher nicht mehr iiberraschend.

Definition 2.2.1 Sei (,F) ein beliebiger Mefraum und || - ||tw, t € R, w € Q, eine Familie
von Normen auf dem R?, so daf8 die Abbildung

{]RxQxIR“ O

(t’w’z) = “xllt,w

mefbar ist und die Abschdtzung
1
—_— < < .
5.0y 1ol < llellw < (6o (2.10)

fiir beliebige t € R, w € Q und 2 € RY gilt, mit einer mepbaren Abbildung £ : RxQ — R*, wobei
die Abbildung £(-,w) lokal beschrinkt sei, fir beliebige w € Q. Weiter sei I C IR ein beliebiges
Intervall, u : I — RY eine beliebige Abbildung und v € IR eine reelle Konstante.

(a) p heift y+-quasibeschrinkt (beziiglich w € Q), falls I nach rechts unbeschrinkt ist® und
die folgende Abschdtzung fiir ein T € I giltt:

sup{e ™| |u(t)llew:t 2 T} <00
In diesem Fall definiert man ||p||t,, ., := sup{e™||u(t)||¢w : t > 7}.

(b) p heifit y~-quasibeschrénkt (beziiglich w € Q), falls I nach links unbeschrdnkt ist und die
Abschditzung
sup{e |l : £ < 7} < 00

fir ein T € I erfillt ist. In diesem Fall setzt man ||u||;,,, = sup{e™"||u(t)||¢w : t < 7}

*Ein Intervall I C IR heiBt nach rechts unbeschrinkt, wenn es von der Form (7, 00) beziehungsweise [r, c0) ist,
fiir ein 7 € R, oder wenn I = IR gilt. Analog werden nach links unbeschrdnkte Intervalle definiert.

*Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir stetiges u diese Abschitzung dann sogar fiir beliebiges r € I erfiillt ist.
(Dabei geht natiirlich die lokale Beschranktheit der Abbildung £(-,w) ein!)
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(c) Schlielich heifft u v-quasibeschrinkt (beziiglich w € ), falls I = R ist und p der Un-
gleichung
sup{e " |[u(®)llw : t € R} < o0

gentigt. Man definiert dann ||p||wy := sup{e™"||p(t)||¢w : t € R}.

Im kontinuierlichen Fall ist demnach eine gegebene Abbildung y : R — R? genau dann 7-
quasibeschrénkt (beziiglich w) fiir ein ¥ € R, wenn eine reelle Konstante C > 0 mit

[|u(t)||tw < Ce™  fiir beliebige t€ R

existiert — und die Zahl ||u||, ist gerade die kleinste derartige Konstante.

In Anlehnung an den Abschnitt 1.2 ist der Rest des vorliegenden Abschnittes der Unter-
suchung nichtlinearer Differentialgleichungen gewidmet, und zwar im Hinblick auf Quasibe-
schranktheitseigenschaften der entsprechenden Losungen. Es sei an dieser Stelle darauf hin-
gewiesen, daf alle im folgenden auftretenden Differentialgleichungen den Voraussetzungen des
Satzes A.2.1 geniigen, d.h. alle Losungen dieser Gleichungen existieren auf dem ganzen zugrunde
liegenden reellen Intervall, sind dort eindeutig bestimmt und die zugehorige allgemeine Losung
A besitzt die im letzten Abschnitt aufgefiihrten Eigenschaften.

Den Anfang macht das kontinuierliche Analogon zu Lemma 1.2.2, das Bedingungen angibt,
unter denen eine nichtlineare Differentialgleichung eine eindeutig bestimmte y~-quasibeschrank-
te Losung besitzt, fiir ein v € R.

Lemma 2.2.2 Gegeben sei die nichtautonome Differentialgleichung

& = A" (t,w)z + f(t,w,,p) + fo(t,w,p) (2.11)

die von zwei Parametern w € Q und p € P abhdngt, wobei P ein beliebiger metrischer Raum ist.
Das Intervall I C R sei nach links unbeschrinkt und die Abbildungen A~ : I x Q@ — L(R4"),
FiIXQXxRYT XxP - R und fo : Ix Qx P - RY seien beliebige Abbildungen, so
daf8 A~(-,w) und fo(:,w,p) lokal integrierbar sind und die Abbildung f(-,w, -, p) mefbar ist, fir
beliebige w € Q und p € P. Weiter sei ®~(t,s,w) die parameterabhdingige Ubergangsabbildung
der homogenen linearen Differentialgleichung & = A~ (t,w)z.

Angenommen, fir (feste) Parameterwerte w € Q und p € P sind die folgenden drei Bedin-
gungen fiir beliebige t,s € I und z,% € R erfiillt:

”Q—(tvs’w)”s,t,w < Ke*-(t-9) fir t>s,

f(tw,0,p) = 0,
”f(tawax’p)_f(t’wai’p)”t,w S L”x_i”t,w,

mit Konstanten a_ € R, K > 1 und L > 0, sowie
||<I>_(t,s,w)||s,¢,w := sup{||®27 (%, s,w)?||tw: 2 € IR'd—’ |[2l]sw < 1} .

Dann erhdlt man fiir beliebige y > a_ + KL und v € I die folgende Aussage: Ist fo(-,w,p) eine
(beziiglich w) v~ -quasibeschrinkte Abbildung, so ezistiert eine eindeutig bestimmte w, p-Ldsung
p( w,p) : I — RY won (2.11), die vy~ -quasibeschrinkt beziglich w ist, und man erhdlt die

Abschdtzung:
K

7o —wLfelwpllzuy - (2.12)

”/"('vva)“;;w;y < ~
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Ist dariiber hinaus — im Fall I = R — die Abbildung fo(-,w, p) sogar v-quastbeschrdnkt beziglich
w, so ist u(-,w,p) ebenfalls y-quasibeschrinkt beziglich w und es gilt:

K

(s ws )|y < mllfo(ww,z’)ﬂwn - (2.13)

Sei nun zuletzt noch vorausgesetzt, daff (2.11) eine zufillige Differentialgleichung ist, d.h. daf
die Abbildungen A~, f und fo mefbar sind. Ferner sollen die obigen Bedingungen fir allew €
und p € P gelten. Dann folgt:

(a) Die oben definierte Abbildung pu:I x Q x P — R ist mefbar.
(b) Sind die Abbildungen f(t,w,-,-) und fo(t,w,-) fir beliebige t € I und w € Q stetig und

ist die Menge {|| fo(-,w,P)||7wy : P € P} beschrinkt, fir beliebige w € 2, so ist auch die
Abbildung p(-,w,-): I x P — RY" fiir alle w € Q stetig.

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas orientiert sich sehr stark an dem in Lemma 1.2.2 behan-
delten diskreten Fall. Zunichst sei angemerkt, daB die Abschitzung (2.13) eine unmittelbare
Konsequenz aus (2.12) ist, wenn man

||p(-sw, P)||w,y = lim ”:u("w’p)”;,w,‘y

T—00
beachtet. Der Beweis der restlichen Aussagen wird in vier Teile zerlegt.

(I) Zunichst betrachtet man den Spezialfall I = (—o0,7], fo(t,w,p) = 0 auf I x @ X P und
L=0,dh. f(t,w,z,p)=0auf I x @ x RY x P.Ist dazu p : I — RY" eine beliebige (beziiglich
w) 77 -quasibeschrinkte w-Lésung der homogenen linearen Differentialgleichung

= A (tw)e (2.14)

und ist 7o € I beliebig, so liefert die Darstellung (2.8) der allgemeinen Lésung von (2.14) fiir
beliebige ¢ < 79 die Beziehung
/‘(TO) = Q_(T07t’w)p’(t) ’

und diese impliziert unter Verwendung der Voraussetzungen des Lemmas die Abschétzung

18(70)lm0 < 1187 (70,0 esmool ()l 0 S K€ [pal|7, 0y - €77,

fiir beliebige t < 7. Wegen der vorausgesetzten Ungleichung v > a— + KL = o_ konvergiert die
rechte Seite der obigen Ungleichung fiir t - —oo gegen 0, d.h. es gilt u(7) = 0 fiir alle 79 € I
— und somit ist die triviale Losung die einzige (beziiglich w) 7~ -quasibeschrinkte w-Losung der
homogenen linearen Differentialgleichung (2.14).

(II) Sei nun I = (—00, 7], sei fo beliebig und L = 0, d.h. f(t,w,z,p)=0auf I x 2 x RY x P.
Da es wegen (I) hichstens eine w, p-Lsung der inhomogenen linearen Differentialgleichung

&= A" (w)e + folt,w,p) (2.15)

geben kann, die y~-quasibeschrinkt beziiglich w ist, miissen nur noch die Existenzfrage und die
Abschitzung (2.12) behandelt werden. Was die Existenz angeht, so definiert man einfach

pu(t,w,p) = /too @7 (¢, s,w) fo(s,w,p)ds
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fiir beliebige ¢t € I. Dieses uneigentliche Integral existiert wegen ¥ > a_ + KL = a_ und der fiir
beliebige s < t < 7 giiltigen Abschitzung

187 (2, 5,w) fo(8, w0, Pl e < K™ fol-w, P)lIrry - €770,

wenn man beachtet, daB die Normen || - ||¢, und || - || auf dem R? dquivalent sind. Ferner liefert
der Konvergenzsatz von Lebesgue leicht die Stetigkeit von u(-,w,p)®.

Als néchstes soll gezeigt werden, daB u(-,w,p) eine w, p-Losung von (2.15) auf I ist. Seien
dazu t,tp € I mit ¢y, < ¢ beliebig. Dann gilt offensichtlich die Identitit

[ Gom o+ fsonis = [ [ a8 (600)io0pdods+

+/t: fo(s,w,p)ds . (2.16)

Unter Verwendung des Satzes von Fubini (vergleiche BAUER [11, Korollar 23.7])8 erhilt man fiir
das erste Integral auf der rechten Seite dieser Identitdt zunichst

/tt /8 A™(s,w)®7(s,0,w)fo(o,w,p)dods =

t t t t
= [ [ 4w ouilwndsdot [ [ 47(s0)8(s,0,0)fo(0,0, p)dsdo =
—o00 Jig tg Jo

/_tooo(é—(tv U)w)fO(aa w$p) - Q_(t(l, U,w)fO(a’wa p))da +

+ [:(Q_(ta g, w)fo(a, w, P) - Q—.(0, o, w)fo(O', w,p))da =

t
N(ta W,p) - N(to,w,P) - A fO(an,p)dG )
0

und mit (2.16) folgt daraus schlieflich die Beziehung

(t,8) = it 0,8) = [ (A(5, )05, 8) + s 0, D),

5 Ist to € I beliebig, aber fest, so konvergiert der Integrand in der Darstellung
T
k(t,w,p) = / X(~c0,11(8)®7 (%, 8, w) fo(s, w, p)ds
—o0
fiir t — to Lebesgue-fast iiberall (nimlich zumindest fiir alle s # o) gegen X(—co,t0](8)@~ (t0, 8, w) fo(8,w, p). Des
weiteren gilt fiir beliebige ¢,s € ] — unter Verwendung von (2.10) — die Abschitzung
“X(-oo,t](s)‘}_(tr 8,w)fo(s,w,p)|| < Z(ta“")l|X(—<>o,t](3)®-(t’3’""’)f(’("’""J’)“t,w <
< {(tw)- Kea_t“fo("wap)“:,w,‘y celrmas)e ’

d.h. wegen der lokalen Beschranktheit von £(-,w) aus Definition 2.2.1 148t sich der Konvergenzsatz von Lebesgue
anwenden — und damit konvergiert pu(t,w,p) fiir t — o tatsichlich gegen u(to,w, p)-

®Der Integrand ist wegen der vorausgesetzten lokalen Beschrinktheit der Abbildung {(-,w) aus Definition 2.2.1
und der Abschitzung
147(6,)8 (5,0, fo( 0, Dl < o IA™(5, ) enol|87(5,5 )1 fo(3 0, D)o <
s, w0)’[|A7 (s, w)|| - Ke®* - 77 1 fo (-, w, P)l |7,

auf der Menge {(s,0) : %o < s < t, o < s} integrierbar.

INIA



72 KAPITEL 2. ZUFALLIGE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

d.h. p(-,w,p) 16st in der Tat die Differentialgleichung (2.15).
Nun 148t sich der Beweis von (II) rasch zu Ende fithren. Zunéchst folgt die geforderte
Abschitzung (2.12) unmittelbar aus der fiir alle ¢ < 7 giiltigen Beziehung

t
It Pl < [ 18 5,0 logullfols 0, Pleds <
—00

t K
(e[ ol s, D)y [ €072 ds = —

—00

”fO(')w7p)”:,w,q -et )

IA

wobei die benétigte Dreiecksungleichung fiir RY -wertige Integrale in WALTER [40, p. 331] ge-
funden werden kann. Zu guter Letzt liefert die Definition von p(-,w,p) unter Verwendung des
Satzes 23.6 aus BAUER [11] leicht die MeBbarkeit der Abbildung p, sofern (2.15) eine zufillige
Differentialgleichung ist und die Voraussetzungen des Lemmas fiir beliebige w € @ und p € P
gelten. Die in () behauptete Stetigkeit beziiglich (,p) ist wieder eine Konsequenz des Konver-
genzsatzes von Lebesgue”.

(III) Auch in diesem dritten Teil des Beweises sei das zugrunde liegende Intervall von der Form
I = (—o00,7]. Dariiber hinaus seien nun sowohl L > 0 als auch fy beliebig. Der Beweis der
Aussagen des Lemmas fiir diese Situation verwendet zwei Fixpunktsitze aus dem Anhang. Sei
dazu X, der Banachraum aller stetigen Abbildungen v : I — RY", die y~-quasibeschrankt
beziiglich w sind, versehen mit der Norm || - H,.w., aus Deﬁmtlon 2.2.1%. Dann geniigen die
Auswertungsabblldungen

{ X, —» R+

v — ()

zunédchst wegen der fiir beliebige t € I giiltigen Abschitzung

(Il < €t w)e™ |Vl 7wy »
unter Beachtung der lokalen Beschrinktheit von £(-,w) gemdf Definition 2.2.1, der in Lemma
A.1.3 geforderten Bedingung. Seien nun w € @ und p € P wie in der Formulierung des Lemmas
gewahlt. Ferner sei v, p € X, beliebig. Dann erfiillt die inhomogene lineare Differentialgleichung

& =A"(t,w)r + f(t,w,vp(t),p)+ fo(t,w,p) (2.17)

"Man vergleiche dazu die Ausfiihrungen in FuBnote 5, unter Beachtung der vorausgesetzten Beschrinktheit
der Menge {||fo(-,w, p)ll7w,y : » € P}.

®Es ist leicht einzusehen, da8 || - ||7, , tatsichlich eine Norm auf X, ist. Was die Vollstindigkeit von X,
angeht, sei (vn)new eine beliebige Cauchy-Folge in X,. Wegen der fiir beliebige ¢ € I und n,m € IN giiltigen
Abschitzung

lom () = vn(Dllew < €™ [lvm = vallrwy

ist dann die Folge (vn(t))nemw fiir jedes ¢ € I konvergent, und man iiberzeugt sich sofort, daf durch
v(t) := lim wn(t)

eine (beziiglich w) ¥~ -quasibeschrinkte Abbildung definiert wird. Die noch fehlende Stetigkeit von v ist eine
unmittelbare Konsequenz der fiir alle ¢ € I und n, m € IN geltenden Abschitzung

llom() = vn (D] < £t w)e™ | Ivm — vnllru,q »

die wegen der in Definition 2.2.1 vorausgesetzten lokalen Beschrinktheit von £(-,w) die gleichméBige Konvergenz
der Funktionenfolge (vn)new auf beschrinkten Teilmengen von I liefert.
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wegen der fiir alle ¢t < 7 giiltigen Abschéitzung

e"7t||f(t,w, Vw,p(t),P) + fO(t,w, P)”t,w < Le_‘yt”wap(t)”t,w + e_7t||f0(t, W,P)”t,w <
<

Ll pllzwy + [1fo(s w5 P)lIrw,y (2.18)
alle Voraussetzungen von (II), d.h. (2.17) besitzt eine eindeutig bestimmte (beziiglich w) y~-
quasibeschrinkte Losung v, : I — R4". Definiert man nun T, pp := V3, so wird dadurch

ein Operator T, p : X, — X, erzeugt — und unter Verwendung von (II) und (2.18) erhilt man
die Abschitzung

_ K _ _
”Tw,PVw,P”r,w,‘y S Y —a_ (L”Vwm”r,w,-y + ”fo('vw,p)”r,w,'y) . (219)

Des weiteren zeigt der bereits bewiesene Teil (II) leicht, dal die Operatorenfamilie T, p, (w,p) €
Q X P, der Bedingung () von Lemma A.1.2 geniigt, und fiir Jedes w € Q erfilllt die Familie
Twp, p € P, die Bedingung (%) von Lemma A.1.3.

Auch im vorliegenden kontinuierlichen Fall ist der Opera.tor Tw.p eine Kontraktion auf
Xo. Zum Nachweis dieser Behauptung seien vy,v, € X, beliebig. Dann ist die Abbildung
Topr — Ty pv eine (beziiglich w) y~-quasibeschrankte w, p-Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung

&= Am(t,w).’l: + f(t7w, Vl(t)’p) - f(t,w7 V?(t)?p) ’
und eine Anwendung von (II) auf diese Differentialgleichung liefert die Abschitzung

_ KL
HTw’le - Tw1py2||1',w,“/ -<— ’y —-

||Vl - Vzll‘r—',w,‘y .

Wegen v > a_ + KL ist der Operator T, p also in der Tat eine Kontraktion auf X, — und
somit besitzt er einen eindeutig bestimmten Fixpunkt u(-,w,p) € X,. Da — wie im diskreten
Fall — eine Abbildung v € X, genau dann Fixpunkt von Ty, ist, wenn v eine (beziiglich w)
7~ -quasibeschrinkte w,p-Lésung von (2.11) ist, folgt die erste Behauptung des Lemmas. Die
gewiinschte Ungleichung (2.12) folgt leicht aus der Abschitzung

KL K -
N —a. ||y‘( ’ ’p)”r, ,‘7 N —a_ Hfo("w’p)”‘r,w,‘y ’

die eine unmittelbare Konsequenz aus T, pu(-,w,p) = p(-,w,p) und (2.19) ist. Zu guter Letzt
folgen die Behauptungen in (@) und (b) sofort aus Lemma A.1.2 beziehungsweise Lemma A.1.3.

(e w0, P17y <

(IV) Sei nun abschlieBend I C R ein beliebiges nach links unbeschrinktes Intervall, sowie ferner
7 € I beliebig, aber fest. Bezeichnet dann ji(-,w,p) : (—o0,7] = R?™ die von (III) garantierte
Abbildung, falls nur die Einschrinkung von (2.11) auf (—oo0, 7] betrachtet wird, so iiberzeugt
man sich leicht, dafl durch

p(t,w, p) = Mt 7,w, i1, w, p), p)
eine Abbildung p(-,w,p) : I — RY definiert wird, die allen Aussagen des obigen Lemmas
geniigt. Damit ist Lemma 2.2.2 vollstindig bewiesen. <

Als néchstes soll das kontinuierliche Analogon zu Lemma 1.2.4 angegeben werden, das unter-
sucht, unter welchen Bedingungen alle w-Lsungen einer nichtlinearen Differentialgleichung v+-
quasibeschrankt (beziiglich w) sind, fiir ein v € R.
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Lemma 2.2.3 Gegeben sei die nichtautonome Differentialgleichung

i=A"(t,w)r + f(t,w,z) + fo(t,w) (2.20)

die von einem Parameter w € Q abhdngt. Das Intervall I C IR sei nach rechts unbeschrdinkt, A~ :
IxQ — L(RY), f: IxQAxRY — R4 und fo : IxQ — RI™ seien beliebige Abbildungen, so daf
die Abbildungen A~ (-,w) und fo(-,w) lokal integrierbar sind und die Abbildung f(-,w, ) mefbar
ist, fir beliebige w € Q. Weiter sei ®~(t,s,w) die parameterabhdngige Ubergangsabbildung der
homogenen linearen Differentialgleichung & = A~ (t,w)z.

Angenommen, fiir einen (festen) Parameterwert w € Q sind die folgenden drei Bedingungen
fiir beliebige t,s € I und z,% € RY" erfillt:

|2~ (2, s’w)”s,t,w < Kex-(t-9) fir t>s,
f(t7w7 0) =
“f(t""’” .’B) - f(t?w7 i)llt,w < L”-’l’ - i”t,w ,

mit Konstanten a_ € R, K > 1 und L > 0. Dann erhdlt man fir beliebige v > a_ + KL und
T € I: Ist die Abbildung fo(-,w) vt -quasibeschrinkt beziglich w, so ist jede beliebige w-Losung
p:I— RY won (2.20) ebenfalls vt -quasibeschrinkt beziglich w und es gilt die Abschitzung:

K N
ﬁ”fo("w)”‘r,w,“/ ‘

ellF oy < Ke [ u()lrw + o

Ist dariiber hinaus I = R und sind p, p* : R = RY zwei w-Lésungen von (2.20), so erhdlt man
fiir beliebige t,7 € R mit t < 7 die Ungleichung:

* 1 - *
11(2) = 1w D)lleww 2 7€ N(7) = 17 (D )l -

Beweis: Auch dieser Beweis orientiert sich an seinem diskreten Vorbild. Sei also p : I — R4~
eine beliebige w-Losung von (2.20) und 7 € I beliebig, aber fest. Wegen der Formel der Variation
der Konstanten (2.9) erhilt man zunéchst fiir alle ¢ > 7 die Beziehung

B0 = & (1, m)ulr) + [ 870, ,0)(F(o, 00, + ol

und daraus die folgende Abschitzung:

t
Ie@)llew < Ke®=CD|p(r)|lrw + Ke** / ™ *(Ll|u(8)ls 0 + [1fo(s,w)llsw)ds <

IN

t
et (=l + L [ €=l
+ t )
Hlfols)F / elr=a- ’ds) .

Unter Verwendung der Abkiirzungen

At) = e ||u(t)l e
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und .
D(0) 1= Ke ()l + KIUCo0)ly [ e ds

148t sich die letzte Ungleichung in die Form
t
A(H) <T(t) + KL / A(s)ds firalle ¢>7

bringen — und eine Anwendung des Gronwall-Lemmas 2.1.2 liefert nach einigen Umformungen
(wie im Beweis von Lemma 1.2.3 in [41])

)l

Q.

A(t) < elre-)t (K el + =

sowie schliefllich
_ __ o K +
(D)o = AW < K |Iu(r) o + -5 == o)y

fiir beliebige ¢ > 7. Daraus folgt sofort die gewiinschte Abschitzung fiir ||u||t, ..

Ist nun abschlieBend 7 = R und sind g, p* : R — R?” zwei w-Losungen von (2.20), so ist
die durch

y(t) := p(t) — w*(2)
definierte Abbildung v offensichtlich eine w-Lésung der Differentialgleichung

&= A"(t,w)z + f(t,w,z + p*(1) - f(t,w,47(2)),

und der bereits bewiesene Teil des Lemmas liefert wie im Be_weis von Lemma 1.2.4 fiir die
allgemeine Losung A dieser Gleichung die Abschitzung

(75,0, 2)llrw < KT D)2l

fiir beliebige t,7 € Rmitt < 7 und z € R . Unter Verwendung von (2.3) folgt daraus schlieflich
die gewiinschte Ungleichung

() lrw = IM(T5t,0, (8l < KT [1(2)] e -

Damit ist alles bewiesen. <o

Wie im Abschnitt 1.2 des letzten Kapitels sollen abschliefend noch die dualen Versionen der
beiden obigen Lemmata 2.2.2 und 2.2.3 angegeben werden. Zunichst wird das kontinuierliche
Gegenstiick zu Lemma 1.2.5 formuliert.

Lemma 2.2.4 Gegeben sei die nichtautonome Differentialgleichung

& = AT (t,w)z + f(t,w,2,p) + fo(t,w,p) (2.21)

die von zwei Parametern w € Q und p € P abhdngt, wobei P ein beliebiger metrischer Raum ist.
Das Intervall I C R sei nach rechts unbeschrinkt und die Abbildungen A* : I x Q@ — L(R"),
f:IxQx R x P —» R und fo: IXQAXP — R4 seien beliebige Abbildungen, so
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dap A*(-,w) und fo(-,w,p) lokal integrierbar sind und die Abbildung f(-,w,- , p) mefbar ist, fir
beliebige w € Q und p € P. Weiter sei ®*(t,s,w) die parameterabhingige Ubergangsabbildung
der homogenen linearen Differentialgleichung & = A*(t,w)z.

Angenommen, fir (feste) Parameterwerte w € Q und p € P sind die folgenden drei Bedin-
gungen fir beliebige t,s € I und z,% € RE* erfillt:

”Q-l'(t’s’w)”s,t,w I{ea+(t—s) fir t<s,
f(tawa 0,]7) 0 ’
”f(tvw’xap)"f(tywy"i,p)”t,w S L”m_fllt,w )

I IA

mit Konstanten ay € R, K > 1 und L > 0. Dann erhdlt man fir beliebige v < ay — KL
und 7 € I die folgende Aussage: Ist fo(:,w,p) eine (beziglich w) 'y+-quaszbeschmnkte Abbildung,
so ezistiert eine eindeutig bestimmte w,p-Losung p(-,w,p) : I — R won (2.21), die v*-
quasibeschrdinkt beziglich w ist, und man erhdlt die Abschétzung:

K
llu(s @, Iy < m‘llfo(',wm)lli’,wﬂ

Ist dariber hinaus — im Fall I = R — die Abbildung fo(-,w, p) sogar y-quasibeschrdnkt beziglich
w, so st u(-,w,p) ebenfalls y-quasibeschrinkt beziglich w und es gilt:

K
Gy @ Pl < 2 1fo(s @, Pl -

Sei nun zuletzt noch vorausgesetzt, daff (2.21) eine zufillige Differentialgleichung ist, d.h. daf$
die Abbildungen A, f und fy mefbar sind. Ferner sollen die obigen Bedingungen fir alle w € Q
und p € P gelten. Dann folgt:

a) Die oben definierte tldung p: I X Q@ X P — IR* st mefbar.
Die oben definierte Abbildung p:1x Q x P — R4 b

(b) Sind die Abbildungen f(t,w,-,-) und fo(t,w,-) fir beliebige t € I und w € Q stetig und
ist die Menge {||fo(-,w,p)||t, ., : p € P} beschrdnkt, fir beliebige w € Q, so ist auch die

Abbildung p(-,w,): I x P — R fir allew € O stetig.

Beweis: Der Beweis kann vollig analog zum Beweis des Lemmas 2.2.2 gefiihrt werden. Im
Beweisschritt (II) muf nun jedoch die Abbildung p als

p(t,w,p) = — /;oo &t (t,s,w)fo(s,w,p)ds

definiert werden. O

Zum Abschlufl dieses Abschnittes soll noch das kontinuierliche Analogon zu Lemma 1.2.6 aus
Abschnitt 1.2 angegeben werden.

Lemma 2.2.5 Gegeben sei die nichtautonome Differentialgleichung

&= AT(t,w)z + f(t,w,z) + fo(t,w) (2.22)
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die von einem Parameter w € Q abhingt. Das Intervall I C R sei nach links unbeschrinkt, A% :
IxQ — L(]Rd+ ), f:I xQxRY = R und fo : IxQ — R seien beliebige Abbildungen, so daf
die Abbildungen AT (-,w) und fo(-,w) lokal integrierbar sind und die Abbildung f(-,w,-) meffbar
ist, fiir beliebige w € Q. Weiter sei ®*(t,s,w) die parameterabhingige Ubergangsabbildung der
homogenen linearen Differentialgleichung & = A*(t,w)z.

Angenommen, fiir einen ( festen) Parameterwert w € Q sind die folgenden drei Bedingungen
fiir beliebige t,s € I und z,% € R erfillt:

18t (t, s, 0)|lspw < Ke+t2  fir t<s,
f(t,w,0) = 0,
”f(t’w)x)_f(t,waﬁ)”t,w S L”w—i”t’w .

mit Konstanten ay € R, K > 1 und L > 0. Dann erhdlt man fir beliebige v < ay — KL und
T € I: Ist die Abbildung fo(-,w) v~ -quasibeschrinkt beziglich w, so ist jede beliebige w-Losung
p:I— R von (2.22) ebenfalls v~ -quasibeschrdnkt beziglich w und es gilt die Abschdtizung:

K '
< Ke™ ™ . S A -
L i e o AL G0l =

Ist dariber hinaus I = R und sind p, u* : R — R 2wei w-Lésungen von (2.22), so erhdlt man
fiir beliebige t,7 € R mitt > r die Ungleichung:

lli(®) — p*@)llew > —e”(“’)llu(f) w5 (o -

Beweis: Der Beweis kann vom Beweis des Lemmas 2.2.3 fast wortwortlich abgeschrieben werden.

&

2.3 Zufillige invariante Mannigfaltigkeiten

Nachdem jetzt die kontinuierlichen Analoga der Lemmata 1.2.2, 1.2.4, 1.2.5 und 1.2.6 vorliegen,
kann in diesem Abschnitt damit begonnen werden, auch fiir nichtautonome zuféllige Differen-
tialgleichungen ein moglichst vollstindiges geometrisches Bild vom Verhalten der Losungen zu
entwickeln.

Der erste — und, wie sich bereits im letzten Kapitel gezeigt hat, vielleicht wichtigste —
Schritt in diese Richtung ist der folgende allgemeine Existenzsatz fiir zufillige invariante Fa-
serbiindel, die im vorliegenden kontinuierlichen Fall in Wirklichkeit sogar zuféllige invariante
Mannigfaltigkeiten in R x IR¢ sind.

Satz 2.3.1 Gegeben sei die parameterabhingige zufillige Differentialgleichung

. At(t,w) 0 F*(t,w,z,p)
””‘( 0 A-(t,w))“(F-(t,w,'x,ﬁ)) (2.23)

mit einem beliebigen metrischen Raum P, sowie mefbaren Abbildungen AT : R x Q — L(]Rdi)
und F£: R x @ x R x P — R¥, wobei RY := RY" x RY™. Die Abbildungen A%(,w) seien
lokal integrierbar, die Abbildungen F*(t,w,-,-) seien stetig, fiir beliebige t € R und w € Q, und
dardber hinaus gelte:
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(1) Die Ubergangsabbildungen ®*(t,s,w) der homogenen linearen Differentialgleichungen
i* = A*(t,w)zt geniigen den Abschdtzungen

”§+(ta3v‘-")”8,t,w < Kea+(t-8) f'l'i’l‘ alle t<s,
127 (¢, 8,w)||spw < Ke*-t=9)  firalle t>s

mit t,s € R, w € Q, sowie reellen Konstanten ay > a_ und K > 1. Dabei bezeichnet
|| - ||t je eine Norm auf R4 beziehungsweise RY™ gemap Definition 2.2.1. Ferner sei

0y — O
§ - =
0<dé< 2

beliebig, aber fest gewdhlt.
(2) Fir beliebiget € R, w € Q und p € P gilt F%(t,w,0,p) = 0.
(3) Fir alletc R, we Q, 2,z € RY und p € P sind die Abschdtzungen
IF%(t,0,2,8)  F(t,0,8,Dlltw < Lllo = &lls
erfillt, mit 0 < L < % und
llzllew = ll2™ llew + |27 lew »
fiir beliebige z = (z*,2~) € R x R4 = RI.
Zu guter Letzt sei
A=(AHA) :RxRx QxR x P - R x R
die allgemeine Losung von (2.28) gemdf Satz A.2.1. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es ezistiert eine eindeutig bestimmte Abbildung st : R x @ x R¥" x P — R9™, so dap ein
Punkt (1,£) € R x R? genau dann in der zufdlligen (parameterabhingigen) Menge

St(w,p) := {(t,z*,sT(t,w,zt,p)) : t € R,at € R}

enthalten ist, wenn die Losung A(+;T,w,€,p) eine Y~ -quasibeschrinkte Abbildung beziglich
w 1ist, fir jedes beliebige v € [a— + 6,a4 — 8. Die Abbildung st besitzt die folgenden
FEigenschaften:

(i) Die Abbildung st ist mefbar, es gilt die Abschitzung

K’L(6-KL
ls¥(r0,68,0) = ¥ (o Dl < Sz = 6l

sowie die Identitit s*(r,w,0,p) = 0 und die Abbildung s*(-,w,-,-) ist stetig, fir
beliebige T € R, w € Q, &, &+ € R¥" und p € P.

(i) Der Graph S*(w,p) ist eine zuféllige invariante Mannigfaltigkeit fiir (2.28) in fol-
gendem Sinne: Die Inklusion (1,£) € St(w, p) impliziert (¢, A\(t; 7,w,€,p)) € ST(w,p)
fiir beliebige t € R.
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(i4) Sind fir ein w € Q und ein p € P die Abbildungen A* und F*, sowie die Normen
|||t periodisch int mit Periode © € Rt, d.h. gelten fiir beliebige t € R und £ € R?
die Identitdten

AE(t+0,0) = A%(t,w)
Fi(t+0,w,§,p) Fi(t,w,.f,p)
|1€]}¢+0w 112w

so gilt dies auch fiir st, d.h. man erhdlt
st(t+0,w,6,p) = s*(t,w,eh,p),
fiir beliebige t € R und £+ € R4,

(b) Es ecistiert eine eindeutig bestimmte Abbildung s~ : R x 2 x R4 x P — R%", so dap ein
Punkt (1,£) genau dann in der zufilligen (parameterabhingigen) Menge

8™ (w,p) :={(t,s"(t,w,27,p),@7) :t € R,a” € BT}

enthalten ist, wenn A\(+;T,w,&,p) eine ¥+ -quasibeschrinkte Abbildung beziiglich w ist, fir
jedes beliebige v € [a— + 6, a4 — §]. Die Abbildung s~ besitzt die folgenden Eigenschaften:

(i) Die Abbildung s~ ist mefSbar, es gilt die Abschdtzung

K2L(6—- KL
l|s™ (7w, & ,p) — s~ (1,0, &5, P)|lrw < mzﬂff =& lrw

sowie die Identitit s—(7,w,0,p) = 0 und die Abbildung s~ (-,w,-,-) ist stetig, fir
beliebige T € R, w € Q, &7, € RY und p € P.

(it) Der Graph 8~ (w,p) ist eine zufillige invariante Mannigfaltigkeit fir (2.23) in obigem
Sinne.

(i) Wie oben tibertragen sich Periodizititseigenschaften von AX, F* und ||-||¢. beziglich
t auf die Abbildung s~.

Beweis: Der Beweis wird analog zum Beweis des Satzes 1.3.1 gefiihrt — und somit werden
aus Symmetriegriinden nur die in (a) enthaltenen Aussagen bewiesen. Dazu soll zunichst die
folgende Aussage verifiziert werden:

Zu jeder WahlvonT € R, w € Q, £+ € RY", p € P und v € [ + 6, 0y — 6] gibt es genau einen
Punkt s3(r,w,£%,p) € RY, so daff

A_('; T,Ww, £+7 .sj,'(r,w,{'*’,p),p) R — IRd-
7~ -quasibeschrdinkt beziiglich w ist. Die Abbildung st (t,w,£t,-) ist stetig, fir beliebige T € R,

w € Q und £+ € R,

Zum Nachweis dieser Aussage seien zunichst 7 € R und 7 € [a- + §,ay — 6] beliebig, aber
fest. Des weiteren sei I := (—o00,7] und X, sei der Banachraum aller stetigen Abbildungen

v:I — R?, die y~-quasibeschrinkt beziiglich w sind, versehen mit der Norm || - 17w
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Abbildung 2.1: Zuféllige invariante Mannigfaltigkeiten

Seien nun w € Q, £+ € R4* und p € P beliebig, aber fest gewéhlt. Ferner sei v, € X,
beliebig. Dann besitzt das Anfangswertproblem

gt = A+(t,w)x+ + F+(t,w,x+,up(t),p) , tE I, $+(T) = €+ (2'24)

gemifl Satz A.2.1 eine eindeutig bestimmte w, p-Losung pp, : I — R?*. Dariiber hinaus ist die
Abbildung p.(t) stetig, falls die Abbildung v.(t) fiir jedes t € I stetig ist. Wegen Lemma 2.2.5
ist die Abbildung p, sogar y~-quasibeschrankt beziiglich w und es gilt

KL _
m“'/p”r,w,«, -

Als néchstes soll Lemma 2.2.2 auf die Differentialgleichung

llpll7 oy < KeTM]1EF I +

T = A7 (t,w)z” + F(t,w, pp(t), vp(t),p) , tel (2.25)
angewandt werden. Dies ist wegen der fiir alle ¢ € I giiltigen Abschétzung

e M| F7(t,w, pp(t), vp(t), P)llew <
L”#P”:,w,‘y + L“”p”:,w,'y S

KLe™||€"lrw + (L +

IA

KI?
a4 —’)’—KL

IA

) L2 (2.26)

tatsdchlich moglich und liefert eine eindeutig bestimmte w, p-Losung v : I — R?” von (2.25),
die y~-quasibeschrénkt beziiglich w ist. Damit 148t sich schliefilich ein Operator T, ¢+ , durch

X
Tr,w,$+,p:{ Tw Xq;,w

Vp = Vp

definieren — und die Abschitzung (2.26) zeigt zusammen mit Lemma 2.2.2, dafi die Familie
T, . ¢+ ps mit p € P, der Bedingung (%) von Lemma A.1.3 geniigt.
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Das nichste Ziel ist der Nachweis der Kontraktionseigenschaft des soeben definierten Ope-
rators. Seien dazu w € Q, &f,¢f € R, vy, € X:w und p € P beliebig, aber fest. Bezeichnet
dann p; die Losung des Anfangswertproblems

t= A+(t’w)m+ + F+(taw, a:+,u,~(t),p) , tel :l:+(1') =
so ist die Differenz p := py — pg eine w, p-Losung der Differentialgleichung
it = At (t,w)et + FH(tw, ot + pa(t),11(t),p) — FH(t,w, pa(t),12(t),p) , tel,

die allen Voraussetzungen von Lemma 2.2.5 geniigt. Dieses Ergebnis liefert unmittelbar die
beiden Abschitzungen

7y < K+ el = vl
und
1 = pall 7y < Ke N6 = &5 1o + —{ji_ﬁnvl vl (220)
Setzt man nun v} :=T,_ &+ pVis 50 ist die Differenz v* := vj — 1/2 eine w, p-Losung der linearen
leferentla,lglelchung

T = A7 (t,w)zT + F~(t,w, p1(t), (1), p) — F~(t,w, pa(t), v2(t),p) , telr,
und fiir alle ¢ € I erhilt man unter Beachtung von (2.27) die Abschitzung
e—vt”F_(t’wv Nl(t)7 Vl(t),p) - F~ (t,wy NZ(t), VZ(t)’p)“t,w S

Ll ~ il + Zla = vall7y <

_ Llay —7) -
S KL = &l + o g 1~ vl

IN

Die bereits bekannte y~-Quasibeschrinktheit (beziiglich w) der Abbildung v* impliziert jetzt
mit Lemma 2.2.2 unmittelbar

KL KL(ay —7) _
T+ _
”El £2||1'w ( +—‘)’—KL)(’)’—OA_)”V1 Vzllr,w,'y’

|7 < -~

und zusammen mit T’ eHpVi = v und 7y € [a- + §, ay — §] folgt abschlieBend

TyW,

_ KL _ KL -
s ep ot = Tr gt pt2llrioy S —5€ & —€f||r,w+5_—KIjHV1 —vllfwy - (228)

Wihlt man in dieser Abschitzung speziell & := £ := ¢+ € RY", so erhiilt man fiir beliebige
p € P die Ungleichung

_ KL _
||T‘ry“)’€+1pyl - Tr’w’€+ipV2”77w)‘7 S m”yl - Vzllrway ’

d.h. wegen der vorausgesetzten Beziehung KL < § — KL ist der Operator T, ¢+, in der Tat
eine Kontraktion auf X, und besitzt somit genau einen Fixpunkt v, ¢+ , € Xr 0.
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Definiert man jetzt s3(7,w,£%,p) 1= v,y e+ (7), dann ist s (7,w,¢T, p) offensichtlich der
eindeutig bestimmte Punkt im R?, fir den die Abbildung A~(+;7,w,&t,s¥(r,w,£€%,p),p)
(beziiglich w) v~ -quasibeschrinkt ist. Des weiteren liefert Lemma A.1.3 die Stetigkeit der Ab-
bildung st (7,w,£%, ) fiir beliebige 7 € R, w € Q und £t € R — und die obige Behauptung
ist bewiesen.

Beachtet man, dafi die 7, -Quasibeschrénktheit einer Abbildung offensichtlich ihre 7;-
Quasibeschrinktheit nach sich zieht, fiir jede Wahl von 71,72 € [a- + §, a4 — 8] mit y1 > 72, so
implizieren die bereits bewiesenen Aussagen sofort die Unabhingigkeit der Abbildung s} von
der speziellen Wahl von v € [a_ + §,ay — 6], d.h. der Index 4 kann im folgenden unterdriickt
werden.

Was die im Satz behauptete dynamische Charakterisierung von S*(w,p) angeht, sei v €
[a- + 6,04 — 8] beliebig und A(:;7,w,€,p) = A(;7,w,ET,67,p) eine (beziiglich w) y~-
quasibeschrinkte Abbildung. Da dann offensichtlich auch die Abbildung A~(:;7,w,£&%, €7, p)
(beziiglich w) y~-quasibeschrinkt ist, folgt aus dem bereits bewiesenen Teil des Satzes sofort
die Identitdt £~ = st(r,w,£%,p), dh. (1,6) = (r,61,67) € St (w,p).

Ist nun umgekehrt (7,£) € S*(w,p) beliebig, so ist A\~(:;7,w,&,p) (beziiglich w) vy~-
quasibeschrinkt und die Anwendung des Lemmas 2.2.5 auf die nichtlineare Differentialgleichung

1t = A"’(t,w)x"’ + F+(t, w, $+, /\_(t; ’r,w,ﬁ,p),p)

liefert (unter Beachtung von ay — vy > §) leicht die y~-Quasibeschrinktheit von A*t(-;7,w,£,p)
beziiglich w, d.h. auch A(+; 7,w,§,p) ist y~-quasibeschrinkt beziiglich w.

Zum vollstindigen Beweis des Satzes 2.3.1 fehlen jetzt nur noch die in (%), (%) und (%)
behaupteten Aussagen.

Beweis von (i): Die Identitit s*(7,w,0,p) = 0 folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB die
triviale Abbildung fiir beliebige w €  und p € P eine w, p-Lésung von (2.23) ist.

Zum Nachweis der in (%) enthaltenen Abschitzung sei 7 € R beliebig, aber fest. Ferner
bezeichne Vrwgtp beziehungsweise Vr ko wieder den Fixpunkt von Tr,w,e;‘,p beziehungsweise

T

e} pr Dann liefert (2.28) die Abschitzungen
- K?L _ KL -
||l/‘r7w)£i'-)p - V‘rvaf; 1p“r¥w’7 S 6 € ‘71.”6]-"- - 6;”1."0 + 6 —_ KL ”V‘r’w’ei’.)p - V‘l‘,w,ﬁ; ,P”fv“"ﬁ'
und

: _ K?L(6 - KL) _
il Tt =1

woraus schliefllich die gewiinschte Ungleichung

||8+(T7 w, §i|-’p) - 3+(T,w,€;,p)“r,w = ”Vr’w,fii',p(‘r) - Vf'w,f;,p(T)”'r’w S
K?L(6 - KL)
YT - = A et et
S € ”Vr,w,gl"',p - Vr’w,ﬁg',p”f,w,‘/ S 6(6 _ 2I(L) “EI 2 ”‘ryw
folgt. Zum Beweis der Stetigkeit von s*(-,w,-,) seien w € @ und (70,£,po) € R x R4¥" x P
beliebig, aber fest. Um die Stetigkeit der Abbildung st(-,w,-,-) in (70,&3,po) nachzuweisen,
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geniigt es wegen der fiir beliebige (7,&t,p) € R x R4* x P giiltigen Abschiitzung

”3+(T,w’ §+ap) - 3+(T0,w,£6|',p0)|| <

+“S+(T0,w,€6l',p) - 3+(1'o,w,£3’,p0)|| S
K°L(6 - KL
< rwp - EEOED) e et 4 5% (r, 0,6, ) — s* (000, 66, 2)1 +

8(6 — 2K L)
+”s+(7-07w’€(-)l-’p) - 3+(70,wa£(-)‘-ap0)”

offensichtlich®, die folgende Behauptung zu verifizieren:

Zu beliebigem ¢ > 0 ezistiert ein § > 0, so daf fiir beliebige 7 € R mit |1 — 19| < § und p € P
die Abschitzung

||3+(T,W,§3',P) - 8+(7-01wa 6(-)'-’17)“ <¢

erfillt ist.

Setzt man abkiirzend u(t,p) := A(t; 70,w,&F, 81 (10,w, &8, p),p), so gelten zunichst die Iden-
titdten

pt(ro,p) =€ und  p(r0,p) = s¥(70,w,5,)
und die in (7) behauptete Invarianz (die bald bewiesen wird) liefert ferner

p=(1,p) = s*(r,w,p* (7, p),p) -
Damit erhélt man fiir jede Wahl von 7 € R und p € P die Abschitzung

l|s*(r,w,&F,p) — s (10,0, &8, D)l <

< “3+(T,wa€3-,p) - 3+(Tawa N+(T,P),P)“ + ||s+(r,w,;z+(r,p),p) - 3+(70’wa fgap)” <
IL"2L(6 — .KL) )
< 2= |pt —pt - -p <
< Yr,w) 500 — 2K1) 1™ (70, 2) — ™ (7, )| + ||~ (7, ) — ™ (70, P)I| <
.KzL(ﬁ - KL)
< 2, = A7 ) -

und unter Verwendung von Lemma A.2.2 folgt daraus bereits die obige Behauptung,.
Es bleibt also nur noch zu zeigen, daff die Abbildung st mefibar ist. Zu diesem Zweck definiert

man fiir jede Wahl von 7 € R, w € ©, ¢+ € R?" und p € P eine Funktionenfolge (1/1(:2,€+ p)nelN
rekursiv durch die folgenden Schritte: Zunichst sei

v . (#):=0 fiir beliebige t€R.

Twét,p

Fiir n € IN sei ;tf_"l ¢+ p die auf ganz R definierte w, p-Losung des Anfangswertproblems

it = AT (t,w)zt + F(tw,at, 00 o (1),p) , «t(r)=¢F,

®Unter Beachtung der in Definition 2.2.1 vorausgesetzten lokalen Beschrinktheit von £(-,w) und der bereits
bewiesenen Stetigkeit der Abbildung s* (7o, w, &7, ).
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und (")

ot p sei die eindeutig bestimmte w, p-Lésung der Differentialgleichung

&7 =A"(tw)rT + F (4w, I‘S-::,),,gtp(t)v I/f_?l,£+’p(t),p) s
die (beziiglich w) y~-quasibeschrankt ist'?. Dann liefern Satz A.2.1 und Lemma 2.2.2 die Me$-
barkeit der Abbildungen ) .(+) fiir beliebiges n € IN. Des weiteren erhilt man fiir beliebiges,

1%

aber festes, 7 € IR mit der Notation vom Beginn des Beweises sofort die Identitit

(n) _ L (n+1) ..
Tr,w,6+,p (V-,-,w,5+,p| (—oo,-;-]) = Vewgtp (=o0r7] fir nelN.
Unter Verwendung des Banachschen Fixpunktsatzes folgt daraus die Beziehung

lim 1/(")

=v in X
n—oo Trwv€+vp|(_°°,f] Tw,ét,p W 9

wobei v, , ¢+ , wieder den eindeutig bestimmten Fixpunkt des Operators T, ¢+ , bezeichnet.
Beachtet man schliefllich die Definition der Abbildung st — zusammen mit der Tatsache, daf
die Konvergenz einer Funktionenfolge in X, die punktweise Konvergenz dieser Folge nach sich
zieht — so verifiziert man fiir beliebige 7 € R, w € Q, £t € R? und p € P leicht die Identitst

lim ™ ()= 3+(T,w,§+,p) ,

n—voo Twiét.p
d.h. st ist als punktweiser Grenzwert einer Folge meSbarer Abbildungen ebenfalls mefibar.
Beweis von (it): Sind (7,£) € 8T(w,p) und t € R beliebig, so ist nach dem bereits bewiesenen
Teil die Abbildung A(+; 7,w, £, p) (beziiglich w) y~-quasibeschrinkt — und die wegen (2.3) giiltige
Identitat
A(5 8w, At 7,w,6,p),0) = A5 T,w,6,p)
liefert sofort die y~-Quasibeschrinktheit der w, p-Losung

A(';t,w”\(t; T,w,E,p),p)
beziiglich w, d.h. es gilt (t,A(t;T,w,£,p)) € ST(w, p).
Beuweis von (4): Sind abschlieBend 7 € R und £+ € R4" beliebig, aber fest, so ist die mittels

E:=(eF, st (r,w,ehp) € R und  pu(-) := A(57,w,6,p)

definierte Abbildung p eine (beziiglich w) ¥~ -quasibeschrinkte w, p-Lésung von (2.23). Unter
Beachtung der angenommenen Periodizitdt von A%, F* und || - ||, bezfiglich ¢ sieht man leicht
ein, daf die durch
v(t) ;= p(t - 0)

definierte Abbildung v ebenfalls eine (beziiglich w) y~-quasibeschrinkte w, p-Lsung von (2.23)
ist. Nun liefert aber die Definition von 8*(w,p) unter Anwendung der dynamischen Charakte-
risierung die Identititen

stH(r+0,w,6%,p) = sT(r+0,w,0H(1+0),p)=v7(1+0) =
u™(7) = 5% (1,0,4%(7), p) =
st(r,w,&%,p),

1°Die Existenz einer derartigen Losung erhilt man wie zum Beginn des Beweises. Man vergleiche dazu die
Ausfithrungen zu (2.24) und (2.25).
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und der Satz ist vollstindig bewiesen. <

Wie im diskreten Fall kann man noch weitere Aussagen iiber das asymptotische Verhalten der
in 8*(w,p) beziehungsweise S~ (w,p) verlaufenden w, p-Lésungen machen. Diese sind im nun
folgenden Korollar zusammengestellt, das allerdings nur fiir parameterunabhéngige zufillige
Differentialgleichungen formuliert wird.

Korollar 2.3.2 Gegeben sei die zufillige Differentialgleichung

. At(t,w 0 Ft(t,w,z)
&= ( (o ) A= (t,w) )“’* ( F~(t,w, ) ) (2.29)

Angenommen, diese Gleichung geniigt allen Voraussetzungen von Satz 2.3.1 in einer parame-
terunabhdngigen Version. Dann gelten fiir jede in St (w) enthaltene w-Lésung p von (2.29) und
jedes v < ay — 6 die beiden Ungleichungen

K(6 - KIL)
(@) lw 5 oKL ©

§-2KL . )
Hp(lew = mﬁ”(t Nu(t)llrw fir t>7,

N1l fir t<T,

IN

mit t,7 € R. Entsprechend erhdlt man fir jede in S~ (w) verlaufende w-Ldsung v von (2.29)
und jedes v > a_ + 6 die Ungleichungen

K(6-KL) ,4_r) .
R E——A T >
POl < 2@ Ml fir t27,
§-2KL _ .
”V(t)”t,w 2 .K(T-K_L)e“’(t r)”l/(T)”.,-,w fir t<rT.
Beweis: Da der Beweis fast wortwortlich vom Beweis des Korollars 1.3.2 abgeschrieben werden
kann, soll er hier nicht eigens aufgefiihrt werden. <

Wie bereits gegen Ende des Abschnittes 1.3 kann man unter Verwendung des Korollars 2.3.2
leicht zeigen, da8 auch im kontinuierlichen Fall die zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten
S8t (w) und S~ (w) nur die triviale Lésung gemeinsam haben.

2.4 Hierarchien und zentrale Mannigfaltigkeiten

Im ersten Kapitel dieser Arbeit hat sich herausgestellt, dafl der allgemeine Existenzsatz 1.3.1
fiir invariante Faserbiindel das zentrale Hilfsmittel zur Entwicklung einer Linearisierungstheorie
fiir nichtautonome zufillige Differenzengleichungen ist. Unterstrichen wird diese Aussage noch
durch die Tatsache, dafl eigentlich nur der Beweis dieses zentralen Satzes technisch aufwendig
ist — zusammen mit den vier Hilfssitzen des Abschnittes 1.2, auf die er zuriickgreift. Steht
das Ergebnis jedoch erst einmal zur Verfiigung, so kénnen die weiteren Resultate durch relativ
geometrische Vorgehensweisen abgeleitet werden:

e So wurden etwa in Abschnitt 1.4 durch mehrmalige geeignete Anwendungen des Satzes
1.3.1 zunéchst zahlreiche invariante Faserbiindel S<%(w) beziehungsweise $>*(w) konstru-
iert, und durch den geometrischen Vorgang des Schneidens zweier derartiger Faserbiindel
erhielt man die zufélligen invarianten Faserbiindel $/(w).
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e In Abschnitt 1.5 wurde gezeigt, dal durch eine beliebig vorgegebene Losung der betrach-
teten zufilligen Differenzengleichung ebenfalls zufillige invariante Faserbiindel konstruiert
werden kénnen, indem man den Satz 1.3.1 auf die zugehérige Differenzengleichung der
gestorten Bewegung anwendet. Damit konnten schliefllich zu einer beliebigen Lésung asym-
ptotische Phasen angegeben werden — wieder mit Hilfe des Schnittes zweier geeigneter
zufélliger invarianter Faserbiindel.

¢ Das Prinzip des Schneidens zweier Faserbiindel wurde auch im darauf folgenden Abschnitt
1.6 erfolgreich angewandt und zeigte, dafl gewisse nichtlineare zufillige Differenzenglei-
chungen mittels eines von k¥ und w abhingigen Homdomorphismus entkoppelt werden
konnen.

o Zu guter Letzt wurden im Abschnitt 1.7 die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte
zusammengefafit und lieferten — nach einigen technischen Hilfssdtzen — die Sétze von
Hartman-Grobman.

Dieses kurze Resiimee 1ifit bereits zwei Dinge erahnen. Einerseits wird mit dem vorliegenden
Abschnitt 2.4 der vermutlich technisch weniger aufwendige Teil des zweiten Kapitels beginnen
— zum anderen wird sich die Herleitung der nun folgenden Ergebnisse nur in geringem Mafle
vom diskreten Fall des ersten Kapitels unterscheiden, bedingt durch die zugrunde liegenden
geometrischen Vorgehensweisen. Insbesondere der zweite Punkt wird Konsequenzen haben. Um
die Arbeit nicht unnétig in die Lange zu ziehen soll ndmlich im weiteren Verlauf bei den Beweisen
der Resultate nur noch auf Unterschiede zum diskreten Fall hingewiesen werden, beziehungsweise
nur noch eine kurze Beweisskizze angegeben werden.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen kann jetzt mit dem eigentlichen Gegenstand des Ab-
schnittes 2.4 begonnen werden. In Anlehnung an den diskreten Fall sollen méglichst viele zufalli-
ge invariante Mannigfaltigkeiten gewisser nichtautonomer zuféilliger Differentialgleichungen der
Form

& = A(t,w)z + F(t,w,z) (2.30)

konstruiert werden. Es ist unmittelbar einsichtig, dafl dies ohne weitere Voraussetzungen an die
betrachtete Gleichung nicht machbar ist. Die wichtigste neue Voraussetzung betrifft dabei den
linearen Anteil.

(V1) Es seien A; : R x @ —» L(R%), i = 1,...,p, mefbare Abbildungen, so daf fir beliebige
w € Q die Abbildungen A;(-,w) lokal integrierbar sind. Dariber hinaus gelte fir beliebige
teR undw € Q:

Al(t,w) 0

A(t,w) _ A2(t7“"’) ' :

0 Ap(t,w)

d.h. A(t,w) besitzt Blockdiagonalform, mit genau p > 2 Blocken. Auf jedem Raum R% sei
eine von t und w abhdngige Norm gemdf8 Definition 2.2.1 gewdhlt, und fir

z=(a',2%...,2") e R" x R® x ... x R = R*
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sei
2|l := l&lew + 12%]lew + - - - + 2Pt -

Ferner seien a; 4, o; _ reelle Konstanten mit
ay - >014>03->...>0p14 > Op,— >ap+,
und fiir die Ubergangsabbildungen ®;(t,s,w) der homogenen linearen Differentialgleichun-
gen &' = A;(t,w)z* gelte
[|®i(t, 8, w)llstw < Ke®i+(t=9) fiir alle t<s,
[|®i(t, $,0)|ls 0 < Ke%i—(t=9) fiir alle t> s
mitt,s € R, w €N, i=1,...,p, sowie einer reellen Konstanten K > 1. Schlieflich sei

alv"l‘ - a2»- ap_1y+ - apy"}

0<6<min{ 5 y eee s 5

beliebig, aber fest gewdhlt.

Im deterministischen, autonomen Spezialfall, d.h. falls A unabhéingig von ¢ und w ist, sind die
obigen Voraussetzungen erfiillt, wenn man nur geniigend Informationen iiber das Spektrum o(A)
von A besitzt. Wihrend jedoch im diskreten Fall das Spektrum von A durch p— 1 konzentrische
Kreisringe mit Mittelpunkt 0 € C getrennt werden muflite, ist im kontinuierlichen Fall eine
Trennung mittels p—1 vertikaler Streifen vonnéten. Dies ist in Abbildung 2.2(a) fiir die Situation

Abbildung 2.2: Zur Teilung des Spektrums o(A4) von A

des Satzes 2.3.1 veranschaulicht, in Abbildung 2.2(b) findet man die der Voraussetzung (V1)
entsprechende Situation (fiir den Fall p = 4).

Als néchstes sollen die Voraussetzungen an den nichtlinearen Anteil F' der zufélligen Dif-
ferentialgleichung (2.30) angegeben werden, die im weiteren Verlauf dieses Kapitels bendotigt
werden. Wie bereits im ersten Kapitel findet die Beschrinktheitsvoraussetzung (V3) nur bei der
Herleitung der Sitze von Hartman-Grobman Verwendung.
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(V2) Die Abbildung F : R x Q@ x R? — R? sei mefbar mit F(t,w,0) = 0 fir beliebige t € R und
w € Q. Dariber hinaus gelte

|| Fi(t,w,z) — E(t""’E)”t,w < Lz - ‘i”t,w

fiir beliebige i = 1,...,p, t € R, w € Q und z,% € RY, mit einer Konstanten L > 0. Dabei
sei
F(t,w,z) =: (FA(t,w,z),..., Fp(t,w,z)) € R% x...x R% .

(V3) Fiir beliebigei =1,...,p,t € R, w € Q und z € RY seien die Abschdtzungen
|Fi(t,w, @)|[ew < M
erfillt, mit einer Konstanten M > 0.

Man verifiziert leicht, dafl unter diesen Voraussetzungen der Satz A.2.1 auf die zufillige Dif-
ferentialgleichung (2.30) angewendet werden kann, d.h. im Gegensatz zum diskreten Fall wird
keine weitere Voraussetzung beziiglich der Existenz aller w-Lésungen dieser Gleichung benéotigt.
Wie iiblich bezeichnet im folgenden A die allgemeine Lsung von (2.30). Dariiber hinaus sollen
die in Bemerkung 1.4.1 eingefiihrten Bezeichnungen iibernommen werden.

Nachdem nun die Voraussetzungen formuliert sind, denen die nichtautonome zufillige Diffe-
rentialgleichung (2.30) in den restlichen Abschnitten dieses zweiten Kapitels geniigen muf}, kann
das Hauptresultat des vorliegenden Abschnittes 2.4 angegeben werden. Es wird sich sogleich
zeigen, daf die Gleichung (2.30) unter den obigen Annahmen nicht nur zwei (wie im Fall des
Satzes 2.3.1), sondern vielmehr ip—_ll}ﬂ zufillige invariante Mannigfaltigkeiten besitzt.

Satz 2.4.1 Gegeben sei eine zufillige Differentialgleichung der Form

= A(t,w)z + F(t,w,z) (2.31)

die den zu Beginn dieses Abschnittes aufgefiihrten Voraussetzungen (V1) und (V2) geniigt, mit
0<L< TQP(K+2—\/K2 + 4). Dann gibt es zu jeder Wahlvon 1 < ¢ < j < pmit(i,5) # (1,p)
eine meffbare Abbildung
sTIRX QX R¥ .. x RY —» R x ... x R%-1 x R%+1 x ... x R%,
so daf die Menge
SH(w) := {(t,z) € R x RY: (2<%, 2™9) = s™9(t,w, 2°S9)}

eine zufdllige invariante Mannigfaltigkeit fir (2.31) ist. Fir 1 < i < p erhdlt man die dynami-
schen Charakterisierungen

SY(w) = {(r,&) € R x RY: \(+;7,w,£) ist v~ -quasibeschrinkt beziglich w} =
= {(r,§)e R x RY A5 Tyw,§) ist y7- und 'yi"-quasibeschrdnkt bez. w},
SHP(W) = {(1,6) € R X RY: A(;;7,w, &) ist T -quasibeschrinkt beziglich w} =

{(r,6) € R x R? : A(+; T, w, &) ist v+- und 75 -quasibeschrinkt bez. w} ,
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fiir beliebige v € [@i41,— + 0,054 — 8], 11 2 a1,— + 6 und v2 < 0p 4 — 6. Des weiteren gilt fir
1 < i < j < p die dynamische Charakterisierung

SH(w) = {(r,6) € R x R : A(:;7,w, €) ist 75 - und 75 -quasibeschrdnkt beziglich w} ,

fiir jede Wahl von y1 € [a;,— + 6, @i—1,4 — 8] und 72 € [ej41,- + 6,054 — 6]. Zu guter Letzt
erhdlt man die Identitit s (1,w,0) = 0, die Abbildung sI(-,w,-) ist stetig und die Abbildung

s%9(1,w,-) ist global Lipschitz-stetig beziiglich der Norm || - ||, mit der Lipschitzkonstanten
2C(L) . K?Lp(6 — K Lp)
—_ =C(L =
1= C(D) wobei C(L)=C(L,K,é,p) 53— 2KIp) '
fir alle T € R und w € Q, und eventuelle Periodizitdtseigenschaften von A, F und || - ||t w

beziiglich t iibertragen sich auf die Abbildungen s*J.

Beweis: Der Beweis kann im wesentlichen analog zu den Beweisen von Lemma 1.4.2 und Satz
1.4.4 gefiihrt werden und soll deshalb nur grob skizziert werden.

Zunichst erhilt man die zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten $'(w) und S*+'P(w) fiir
i=1,...,p— 1 durch (p — 1)-malige Anwendung des Satzes 2.3.1, wobei die zugrunde liegende
zufillige Differentialgleichung (2.31) jeweils in zwei geeignete gekoppelte Teilgleichungen auf-
gespaltet wird. Schliefllich werden die noch fehlenden zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten
S8%J(w) fiir 1 < i < j < p als Durchschnitt der beiden Mannigfaltigkeiten $*P(w) und S (w)
konstruiert. Dazu setzt man

Xy = Rhx... xR
Xy, = R¥x...xR%,
X3 = R%+ x.. . .xR%,

und definiert die Abbildungsfamilie

T . X1 xX3 — ) Xy X X3
Tt (51763) = (St’p(r’w,€27f3),31"(7"‘-’7{1, 62)) ’

mit 7 € R, w € © und §; € X;. Dann ist die Abbildung T...(-,-) meBbar und die Abbildung
T w,(:,") ist stetig, fir jede Wahl von w € . Wie im Beweis von Satz 1.4.4 verifiziert man nun
leicht die fiir beliebige 7 € R, w € Q, & € X3, &,& € Xy und &3,&3 € X3 giiltige Abschétzung

IlTr,w,€2(£1’ 63) - Tf,w,ﬁz(glag3)”r,w S C(L)”(fl,&}) - (51,5_3)”1',«) ’

und damit ist T, ¢, eine Kontraktion auf A; x X3, sofern dieser Raum mit der Norm
11(€1,&3)||rw := |l€1llrw + ||€3||rw versehen wird!l. Bezeichnet schliefllich sI(r,w,&2) den ein-
deutig bestimmten Fixpunkt von Ty, ¢,, so ist die Abbildung s/ wegen Lemma A.1.1 mefibar
und die mittels s*/ definierte zufillige Menge S*/(w) geniigt der Identitit

S (w) = S"P(w) N ST (W),

Die im Satz angegebene Bedingung an L impliziert wieder die Ungleichung C(L) < 1 — und Satz 2.3.1 liefert
unmittelbar, da C(L) die globale Lipschitzkonstante der Abbildungen s*?(r,w,-) und " (7w, ") ist.
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d.h. sie ist in der Tat invariant, enthilt die triviale Lésung, 148t sich in der gewiinschten Wei-
se dynamisch charakterisieren und {ibernimmt eventuelle Periodizititseigenschaften von A, F
und || - ||¢,. beziiglich t. Des weiteren kann man wie im Beweis von Satz 1.4.4 zeigen, daf} die
Abbildung s*(r,w,-) beziiglich der Norm || - ||r. auf X, global Lipschitz-stetig ist mit der
Lipschitzkonstanten %%, fiir beliebige 7 € R und w € 2.

Es bleibt also nur noch die Stetigkeit der Abbildung s*7(-,w, -) fiir beliebiges w € Q nachzu-
weisen. Seien dazu 7,79 € R, w €  und &,&, € X' beliebig. Dann impliziert die Abschédtzung

||3i’j(7',“’a£) - Si'j("'O,w,&O)“f,w = ”T‘r,w,tsi'j(T’w’E) - Tfoyw,ﬁosi’j(TO’w’ éo)llrw <

S IITf,w,ési'j(Ta w, 6) - Tr,w,ﬁsi’j(TO’ w,€0)”r,w +
+||Tr,w,£3t’1(7‘07 w, 60) - Tro,w,ﬁost’J(TO,w’ £O)||r,w S
< CD)|Is™(r,w, &) — (70, w, bo)llrw +

1T 0,65 (70,01 £0) = Tro.05™ (70, @1 €0)l
wegen C(L) < 1 die Ungleichungskette

|59 (1w, €) — " (r0,w, &)|| < &1, w)||s%(T,w, &) — 8°7(10,w, &)||rw <

1w ij “J

< 1 E C(}/)”Tr,wyfs ’J(To’w7§0) = Trow,808™ (70,5 §0) | r0 <
or,w)? ij iJ

S 1 (— C()L) ||T‘r,w,f-$ ’](TO,(A), 60) - TfoMyﬁos ,](To’w’ 60)” ’

wobei die Abbildung ¢(-,w) lokal beschrénkt ist!2. Beachtet man abschlieflend die Stetigkeit der
Abbildung T. , .s*?(79,w, €o), so folgt die Beziehung

lim  s"(r,w,§€) = s (o, w, &) ,
gy © 8= 8 (00 o)
d.h. die Abbildung s*(-,w,-) ist fiir beliebiges w € Q stetig. Damit ist alles bewiesen. O

Bemerkung 2.4.2 Fiir beliebige ¢ = 1,...,p — 1 setzt man wie im ersten Kapitel abkiirzend
SS(w) = 8Y(w) uwnd 8> Y(w):= §P(w)

und bezeichnet zufillige invariante Mannigfaltigkeiten dieser Form als Hierarchiemannigfaltig-
keiten. Die verbleibenden zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten $7(w) werden zentrale Man-
nigfaltigkeiten genannt.

Des weiteren sei fiir beliebige 1 < ¢ < j < p mit (3,5) # (1,p), 7T € R, w € Q und
£ € R% x...x R% der Punkt

(7, wi'j(r,w,é')) € R x R?

der durch 7 und ¢ eindeutig bestimmte Punkt in §*/(w). (Man vergleiche dazu auch die Bemer-
kung 1.4.5.) Dann ist offensichtlich die Identitit

¥ (w) = {(r, 7 (r,w,€)) E RX R4 : 7 € R, £ € R% x ... x R%}

erfiillt, die Abbildung 7%/ ist mefibar und 7*J(-,w,-) ist stetig, fiir beliebige w € Q. a

?Die Existenz einer derartigen Abbildung folgt leicht aus (V1) und Definition 2.2.1.
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Zum Abschlufl dieses Abschnittes soll noch eine kontinuierliche Version des Korollars 1.4.6 an-
gegeben werden, die das asymptotische Verhalten derjenigen Losungen von (2.31) untersucht,
die in einer zufélligen invarianten Mannigfaltigkeit §*7(w) verlaufen.

Korollar 2.4.3 Gegeben sei wieder eine zufillige Differentialgleichung der Form

&= A(t,w)z + F(t,w,z) (2.32)

die den zu Beginn dieses Abschnittes aufgefiihrten Voraussetzungen (V1) und (V2) geniigt, mit
0 < L < 55(K +2—vK? 1 4). Dann gilt fiir beliebige 1 < i < j < p mit (¢, 5) # (1,p) und be-
liebige w € Q: Ist u eine w-Losung von (2.32), die in der zufilligen invarianten Mannigfaltigkeit
S (w) enthalten ist, so gelten fiir jedes vy > o;_ + 0 die Ungleichungen

K(6 - KLp)
§—2KLp
> [ J—
e > e

e‘/("f)nu(r)llf,w fir alle t>r1,
e"’(t_r)llﬂ(f)ﬂf,w firalle t<T,

und fir jedes v < a4 — 6 die Ungleichungen

K(6— KLp) (1-r) .
T N <
e®llew < 5 —2K1Lp € u(T)||lrw firalle t<T,
6—-2KLp

le(@)llew = mc"“")llu(f)llr,w fir alle t>71.

Beweis: Der Beweis kann fast wortwortlich vom Beweis des Korollars 1.4.6 iibernommen werden.

%

2.5 Asymptotische Phasen

In volliger Analogie zum Abschnitt 1.5 soll im weiteren das Verhalten derjenigen w-Losungen
einer nichtlinearen, nichtautonomen zufilligen Differentialgleichung der Form

& = A(t,w)z + F(t,w,z)

genauer untersucht werden, die in keiner der im letzten Abschnitt konstruierten zufélligen in-
varianten Mannigfaltigkeiten $*¥(w) verliuft. Den Anfang macht dabei das folgende Lemma,
das zufdllige invariante Hierarchiemannigfaltigkeiten durch eine beliebig vorgegebene w-Lésung
1 konstruiert.

Lemma 2.5.1 Gegeben sei eine zufillige Differentialgleichung der Form

= A(t,w)z + F(t,w,z) (2.33)

die den zu Beginn des letzten Abschnittes aufgefiihrten Voraussetzungen (V1) und (V2) geniigt,
mit 0 < L < ﬁ-‘p. Dann gibt es zu beliebigem ¢ € {1,...,p— 1} zwei Abbildungsfamilien

S 0 BRXQxREX...xRE o REHx...xR%,
20, RxQ xR+ x...xR¥ — REx...xR%,

70,€0
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mit 7o € R und & € RY, so daf die Abbildungen s§,‘(-,-,o) und sff(-,-,-) mefbar, und fir
beliebige 7o € R und & € R? die beiden zufélligen Mengen

81<.0.1€0( ) = {(t’ w) E ]R’ X ]R'd: . = 3;% eo(t w - )} 9
Sma@) = {<t’w>€1R><1R"=w = s3)e,(tw, )

sogar zufillige invariante Mannigfaltigkeiten fir (2.33) sind, die sogenannten Hierarchieman-
nigfaltigkeiten durch (7o,&o) beziehungsweise durch die Losung A(-; 7o, w, §o). Diese Mannigfal-
tigkeiten lassen sich mittels

1.0,60( w) = {(r,6) e RxR?: A(:; 7w, &) — A(; 7o, w, &o) ist ¥~ -quasibeschrinkt bez. w} ,
S 60(“’) = {(r,6) e Rx RY: A(;7,w, &) — A(+; o, w, &0) ist ¥ -quasibeschrinkt bez. w}

dynamisch charaktemszeren, fiir beliebiges v € [aiz1,— + 6,054+ — 8]. Zu guter Letzt sind die
Abbildungen s= '( ,w, ) und s>‘( ,w, ) fiir jede Wahl von w € () stetig, und fir beliebige T, 7o € R,

w€ N und €, {,{o € RY gilt:

K2Lp(6 — KLp) | .<; =<
<i <i <i
”81-0 eO(T’w>£ ) 70 fo(T?w 6 )”1', S 6(6 _ 2KLp) ”6_ - 6_ ”T,w 1)

K2Lp(6— KLp), o; =i
>iy _ < >i_ i )
“31'0 ﬁo(T’ g ) 'Sro,ﬁo(r’w 6 )”"'y — 6(6 _ 2I(Lp) ||£ f IIT,W

Beweis: Sei i e {1,...,p — 1} beliebig. Dann iiberzeugt man sich leicht, daB die parameter-
abhingige zufillige Differentialgleichung

& = A(t,w)z + F(t,w,z,70,&) , (2.34)
mit ) :
F(t,w,z,70,&) := F(t,w,z + A(t; T0,w, &0)) — F(t,w, A(t; T0,w, &0)) »
die von dem Parameter (79,&) € R x IRY stetig abhingt, allen Voraussetzungen des Satzes 2.3.1

geniigt, sofern man nur

+

RY :=R% x...xR¥ und RY :=R%+! x...x R%

setzt!3. Bezeichnen dann s} und s; die von diesem Satz garantierten parameterabhingigen
Abbildungen, so liefern die Deﬁmtmnen

‘ro 50(7',‘-0 €5 = sF(r,w, €5 = Aci(T; To,w, o), To, €0) + Asi(T5 To,w, &0)

S1o, fo(T’w 6 ‘) = 8:'_(7-$ W, £>i - A>l'(7-; TO,w’EO)a 70, EO) + AS:'(T; To, W, EO)

die beiden gewiinschten Abbildungen, was man v6llig analog zum Beweis des Lemmas 1.5.1 ve-
rifizieren kann. Dabei muf nur beachtet werden, daff eine Abbildung v genau dann eine w, 79, &o-
Losung der zuféilligen Differentialgleichung (2.34) ist, wenn die Abbildung

V() + (5 70,w, §o)

eine w-Losung von (2.33) ist. %

!3Man vergleiche hierzu auch die Beweise des Satzes 2.4.1 und des diskreten Lemmas 1.4.2.
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Abbildung 2.3: Zufillige invariante Mannigfaltigkeiten durch eine w-Lésung p

Der obige Beweis beruhte im wesentlichen auf der Tatsache, daB auf die zufillige Differential-
gleichung der gestérten Bewegung (2.34) der Satz 2.3.1 angewandt werden konnte. Es ist somit
nicht verwunderlich, dafl unter der in Satz 2.4.1 enthaltenen verschirften Bedingung an L auch
zufillige invariante zentrale Mannigfaltigkeiten durch jede beliebige Losung von (2.33) konstru-
iert werden konnen. Dies soll jedoch nicht eigens formuliert werden.

Unter Verwendung des Lemmas 2.5.1 lassen sich nun zu einer beliebig vorgegebenen w-Lésung
der zufilligen Differentialgleichung

& = A(t,w)z + F(t,w,z)

und zu jedem i € {1,...,p — 1} zwei spezielle Losungen — die sogenannten asymptotischen
Phasen — auszeichnen, von denen die eine in $5*(w) und die andere in §>*(w) verlduft, und

zwar durch Schneiden der Mannigfaltigkeiten 83:,60("") und S¥¥(w), beziehungsweise Sft:;eo(w)

und 8>!(w). Dies ist der Gegenstand des nun folgenden Satzes, der den Abschnitt 2.5 abschliefit.

Satz 2.5.2 Gegeben sei wieder eine zufillige Differentialgleichung der Form

& = A(t,w)z + F(t,w,z) (2.35)

die den zu Beginn des letzten Abschnittes aufgefiihrien Vomussétzungen (V1) und (V2) gendigt,
diesmal allerdings mit der verschdrften Bedingung 0 < L < -QKL.ZP(K +2—-+/K? + 4). Dann erhdlt
man fir jedes beliebige i € {1,...,p— 1}:

(a) Zu jeder Wahlvon T € R, w € Q und £ € RY gibt es genau einen Punkt P<(1,w,£) € RY,
so daf8 die Differenz .
’\(7 T, W, 6) - ’\(; T,W, PS‘(T"", g))

vt -quasibeschrinkt beziglich w ist, fir beliebige ¥ € [@tiy1,~ + 6, o 4 — 6], und die Inklusion

(1, PS(1,0,6)) € 8% (w)
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gilt. Die so konstruierte Abbildung P<' : R x @ xR% — RY ist mefbar, fiir beliebiges w € Q
ist PSi(-,w,-) stetig, und dariber hinaus besitzt P<* die folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir beliebige T € R, w € Q und £ € RY gilt die Abschitzung
; 1
<i < -
|P=* (7, w, llrw < I_C(L)IIEIIW )
mit der Konstanten C(L) = C(L,K,é,p) = %ﬁ,}—ﬁf—’)ﬂ < 1 aus Satz 2.4.1.

(i) Ist p eine beliebige w-Losung von (2.85), so ist PZi(.,w, u(-)) ebenfalls eine w-Lésung
von (2.85), die aber in S*(w) verlduft.

(i4i) Sind die Abbildungen A und F, sowie die Normen ||-||¢ fir ein w € Q periodisch in
t mit Periode © € R*, so gilt dies auch fiir die Abbildung P<.

(b) Zu jeder Wahlvon T € R, w € Q und £ € RY gibt es genau einen Punkt P>(r,w,£) € RY,
so daf die Differenz .
’\(‘; T, W, £) - A() T,W, P>'(T’w’£))

4~ -quasibeschrdnkt beziglich w ist, fir beliebige v € [ait1,— + 6, a; + — 8], und die Inklusion
(1, P>(1,0,£)) € §7(w)

gilt. Die so konstruierte Abbildung P>* : R x @ x R% — R ist mefbar, fiir beliebige w € Q
ist P>i(.,w,") stetig, und des weiteren besitzt P>* die folgenden Eigenschaften:

1) Fir beliebiget € R, w € Q und £ € gt die Abschdtzung
) Fir beliebs R Q und € € R? gilt die Absch

; 1
>t <—= .
177,00, )l < TGz Wl

(%) Ist p eine beliebige w-Lisung von (2.85), so ist P>(-,w, u(-)) ebenfalls eine w-Lisung
von (2.85), die aber in S7*(w) verlduft.

(i) Sind die Abbildungen A und F, sowie die Normen ||-||so fir einw € Q periodisch in
t mit Periode © € R*, so gilt dies auch fiir die Abbildung P>*.

Beweis: Da der Beweis véllig analog zum Beweis des Satzes 1.5.3 gefithrt werden kann, soll im
folgenden nur eine kurze Beweisskizze fiir (a) angegeben werden.
Zunichst definiert man unter Verwendung der Abkiirzung X := R% x ... x R% eine Abbil-

dungsfamilie
T Y,
e - siz(r,w,ss'(T,W,ﬂ)) ’

wobei 7 € R, w € Q und ¢ € R? gilt. Dann ist T...(-) meBbar, T.,,.(-) ist fiir beliebige w € Q
stetig und wie im Beweis des diskreten Falles erhilt man leicht die Abschitzung

”Trywre(nl) - Tr,w,e(n2)||r,w S C(L)zllnl - n2”1',w ?

fiir jede Wahl von 7 € R, w € Q, £ € R? und 7,7, € A. Wegen C(L) < 1 liefert jetzt der
Banachsche Fixpunktsatz einen eindeutig bestimmten Fixpunkt P(r,w,£{) € X des Operators
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Tr 0 und gemiB Lemma A.1.1 ist die so konstruierte Abbildung P mefbar. Des weiteren kann
man wie gegen Ende des Beweises von Satz 2.4.1 zeigen, daf die Abbildung P(:,w, -) fiir beliebiges
w € ) stetig ist. Definiert man abschlieflend

Pi(1,w,€) = m(r,0, P(1,w,£))

soist die Abbildung P<¢ meBbar und fiir beliebige w € Qist P<!(,w, -) stetig — unter Beachtung
der Bemerkung 2.4.2. Daf§ P<¢ tatsichlich auch die restlichen der in Satz 2.5.2(a) geforderten
Eigenschaften besitzt, kann schliellich wie im Beweis des Satzes 1.5.3 gezeigt werden. <&

2.6 Topologische Entkopplung

Bereits im letzten Abschnitt wurde damit begonnen, das asymptotische Verhalten einer beliebig
vorgegebenen w-Losung p der zufilligen Differentialgleichung

= A(t,w)z + F(t,w,z) (2.36)

zu untersuchen. Dies geschah im wesentlichen dadurch, dal man der Losung p zwei spezielle
Losungen zuordnete — und zwar je eine in der zufilligen invarianten Mannigfaltigkeit S¥(w)
und in 8>*(w), fiir i € {1,...,p— 1}. '

In Ergdnzung zu dieser Vorgehensweise soll im vorliegenden Abschnitt 2.6 damit begonnen
werden, das Verhalten aller w-Losungen der Gleichung (2.36) mit dem Losungsverhalten einer
“einfacheren” zufélligen Differentialgleichung in Zusammenhang zu bringen. Der dazu benétigte
Begriff ist natiirlich der der topologischen Aquivalenz, wie er in Definition 2.1.1 eingefiihrt wurde.
Was schliefllich die “Einfachheit” der neuen zufilligen Differentialgleichung angeht, so wire
sicherlich eine lineare Gleichung das erstrebenswerte Ziel — und die bekannten Ergebnisse aus
der Theorie der autonomen gewohnlichen Differentialgleichungen zeigen, dai dieses Ziel nicht
immer erreicht werden kann.

Die genaue Untersuchung dieser Fragestellung ist jedoch dem nichsten Abschnitt vorbehalten
und wird ihren Hohepunkt in den Sitzen von Hartman-Grobman fiir nichtautonome zufillige
Differentialgleichungen finden. In Vorbereitung auf diese Ergebnisse soll im folgenden zunichst
gezeigt werden, dafl (2.36) einer neuen nichtlinearen Gleichung topologisch dquivalent ist, die
wenigstens in entkoppelter Form vorliegt. Diese neue Gleichung ist der Gegenstand des ersten
Lemmas dieses Abschnittes.

Lemma 2.6.1 Gegeben sei eine zufillige Differentialgleichung der Form

= A(t,w)z + F(t,w,z) (2.37)

die den zu Beginn des Abschnittes 2.4 aufgefihrten Voraussetzungen (V1) und (V2) geniigt.
Dann gibt es eine positive Konstante

0< L*=L*K,ép) < %(KM -VvK?+4),

so daf8 fir 0 < L < L* die entkoppelte zufillige Differentialgleichung

&= A(t,w)z + F(t,w,z)| (2.38)
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mit der Nichtlinearitit
F(tw, 7 (t,w,z!))

Fy(t,w, m22(t,w, z?
Fe(t,w’ x) := 2( ' ( H 9 ))
Fy(t,w, mPP(t,w, 2P))

allen Voraussetzungen des Satzes 2.4.1 geniigt und daf8 die von diesem Satz garantierten zufdlli-
gen invarianten Mannigfaltigkeiten fir (2.38) in Wirklichkeit zuféillige invariante lineare Un-
terrdume sind, d.h. die sie bestimmenden Abbildungen verschwinden identisch.

Beweis: Der Beweis orientiert sich stark am Bewels des Lemmas 1.6.2. Zunichst implizieren
Satz 2.4.1 und Bemerkung 2.4.2 fiir jedes 0 < L < 2K 515 (K +2—VK? +4) die Abschétzung

2C(L)

IRty 77(t0,29) = Fityon (00,5l < 2 (7085

+1) lla* =l

fiir beliebige ¢ = 1,...,p,t € R, w € Q und z¢,7* € R%, woraus wegen der Giiltigkeit der
Beziehung lim,_,o C(L) = 0 sofort die Existenz einer Konstanten

(K+2-VEK?+4)

§
*: * <
0<L L(K,6,p)__2K2

gefolgert werden kann, so daf} fiir 0 < L < L* die Ungleichungen

”E(t’wﬂri’i(t’w’wi)) - E(t’wa”i’i(t’w"ii))”t,w < 2L||mi - ‘Eilltw <2L||z - Ellt,w

-— 9 —_

und
2L <

21(2 (K+2-VK?+ )<—

erfiillt sind. Damit geniigt aber die entkoppelte zufillige Differentialgleichung (2.38) allen Vor-
aussetzungen des Satzes 2.4.1 (mit 2L an Stelle von L), und auf jede der p Teilgleichungen

it = Ai(t,w)e’ + Fi(t,w, 7t w,2%))

koénnen die Lemmata 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4 und 2.2.5 angewandt werden. Nun folgen die Behaup-
tungen vollig analog zum Beweis des Lemmas 1.6.2. <

Nach diesen Vorbereitungen kann jetzt das Hauptresultat des Abschnittes 2.6 angegeben werden,
das die topologische Aquivalenz der Gleichungen (2.37) und (2.38) beweist.

Satz 2.6.2 Gegeben sei wieder eine zufillige Differentialgleichung der Form

z = A(t,w)z + F(t,w, ) (2.39)

die den zu Beginn des Abschnittes 2.4 aufgefihrten Voraussetzungen (V1) und (V2) geniigt.
Dann gibt es eine positive Konstante

(K+2-VE?+4),

0< L* = L*(K,8,p) < 21{2
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so daf fiir 0 < L < L* die entkoppelte zufillige Differentialgleichung

= A(t,w)z + F*(t,w, ) (2.40)
mat der Nichtlinearitdt
Fl(taw’ﬂ'l’l(t’w’zl))
Fy(t,w, m4%(t,w, z?
Fe(t,w,.’b) = 2( ) ( ))

Fy(t,w, mPP(t,w, 2P))

allen Voraussetzungen des letzten Lemmas 2.6.1 geniigt, und daff mefbare Abbildungen E, E :
R x Q x R4 — R? mit folgenden Eigenschaften ezistieren:

(a) Fir beliebiges w € Q sind die Abbildungen E(-,w,-) und E(-,w,) stetig. Des weiteren
sind die beiden Abbildungen E(t,w,-) und E(r,w,-) fir jede Wahl von 7 € R und w € Q
einander invers, mithin Homéomorphismen auf dem R9,

(b) Ist 1 eine beliebige w-Lasung von (2.39), so ist E(-,w, u(+)) eine w-Losung von (2.40).
(c) Ist v eine beliebige w-Lisung von (2.40), so ist E(-,w,v(-)) eine w-Lésung von (2.39).
(d) Fiir beliebige T € R, w € Q und £ € R gelten die Ungleichungen

A
A

1

E”E”nw > “E(T’w’E)”T,w > B”f“f,w
1 -

=|¢]lrw < “E(T"’-’af)”nw < B”f”r,w’
B

mit einer Konstanten B = B(L,K,é,p) > 1. Insbesondere ibertragen also die Abbil-
dungen E und E jede Quasibeschrinktheitseigenschaft einer betrachteten Lésung auf die
Bildlésung, d.h. die zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten von (2.39) gemdp Satz 2.4.1
werden auf die entsprechenden zufilligen invarianten linearen Unterrdume der Gleichung
(2.40) abgebildet, und umgekehrt.

(¢) Eine eventuelle Periodizitit der Abbildungen A und F, sowie der Normen || - ||t beziiglich
t ubertrigt sich auf die Abbildungen E und E.

Mit anderen Worten: Die Gleichungen (2.39) und (2.40) sind topologisch dquivalent vermdge
der Abbildung E, im Sinne von Definition 2.1.1.

Beweis: Der Satz soll durch vollstindige Induktion iiber p bewiesen werden. Da dabei der
Induktionsschritt fast wortwortlich vom Beweis des Satzes 1.6.3 iibernommen werden kann, wird
im folgenden nur eine Beweisskizze des Induktionsanfangs p = 2 angegeben. Zunéchst definiert
man die Abbildung E mittels

E(T’w’ 6) = (P].Sl (T7w’£)7P2>1(T’ w, 6)) 9

wobei PS! und P>! die Phasenabbildungen aus Satz 2.5.2 sind'%. Dann ist E offensichtlich
mefibar und die Abbildung E(:,w,-) ist fiir beliebige w €  stetig. Des weiteren folgen die

14Es sei an dieser Stelle noch einmal daran erinnert, dai gema$ Bemerkung 1.4.1 tiefergestellte Indizes bei
Abbildungen die jeweiligen Komponentenfunktionen bezeichnen.
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Aussagen in (b) und (e) beziiglich E, wie auch die in (d) geforderte Abschdtzung nach oben,
aus den entsprechenden Aussagen des Satzes 2.5.2.

Zur Konstruktion der Abbildung E wird ein weiteres Mal der Banachsche Fixpunktsatz
herangezogen. Dazu definiert man fiir beliebige 7 € R, w € 2 und £ € R? einen Operator Tr ¢
durch

R4 x R2 — R% x R®
T,-,w,e : {

<
(m,m2) + (3;},1,1 (.,.’w,el)('r, w,M2), 's;,:r?:?(r,w,&z)(T’ w,m))

Es leuchtet unmittelbar ein, da T...(,-) mefibar und die Abbildung T., .(-,-) fiir beliebiges
w € Q stetig ist. Dariiber hinaus erhilt man die Abschitzung

||T,-,w,5(m, "72) - Tr,w,é(’—?h 7_72)“1',0) < C(L)”(ﬂla M) — (7_71, 7_72)”1',«: ’

fiir beliebige 7 € R, w € Q, £ € RY, 1,7 € R% und 7,7 € R%. Wegen C(L) < 1 garantiert
nun der Banachsche Fixpunktsatz einen eindeutig bestimmten Fixpunkt E’(T,w,g) des Opera-
tors Ty ¢, und wie im Beweis des Satzes 2.5.2 erhilt man die MeSbarkeit der Abbildung E,
sowie die Stetigkeit von E(-,w,-) fiir alle w € Q. Ferner gilt die noch fehlende Aussage in (a),
wenn man die obige Konstruktion von E und das diskrete Lemma 1.6.1 beachtet — und somit
lassen sich die Aussagen in (¢) und (e) beziiglich E aus den bereits bewiesenen Eigenschaften
von E ableiten, wie auch die in (d) behaupteten Abschitzungen nach unten aus den entspre-
chenden Abschitzungen nach oben. Zum vollstindigen Beweis des Satzes muff also nur noch
die Abschitzung nach oben fiir ||E(7,w,£)||rw verifiziert werden. Dies kann man jedoch fast
wortwortlich vom Beweis des Lemmas 1.6.1 iibernehmen. <

Wie bereits im diskreten Fall des Abschnittes 1.6 zeigt der obige Satz, dafl die zuféllige Differen-
tialgleichung (2.39) nicht nur die zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten aus Satz 2.4.1 besitzt,
sondern auch zahlreiche andere, die man leicht unter Verwendung der Abbildung E konstruie-
ren kann. Die einzelnen “,w-Fasern” dieser Mannigfaltigkeiten sind jedoch im allgemeinen nicht
mehr die Graphen global Lipschitz-stetiger Abbildungen (beziiglich der Norm || - ||¢,.,). Dariiber
hinaus kénnen diese zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten nicht dynamisch charakterisiert
werden.

2.7 Topologische Linearisierung

Im Mittelpunkt dieses letzten Abschnittes des zweiten Kapitels steht die Ubertragung der Sitze
von Hartman-Grobman auf den Fall nichtautonomer zufélliger Differentialgleichungen. Somit
wird das zentrale Ergebnis des letzten Abschnittes noch verschirft, denn der klassische Satz von
Hartman-Grobman wird eine Bedingung angeben, unter der die zufillige Differentialgleichung

&= A(t,w)z + F(t,w,x)
der linearen Gleichung
&= A(t,w)z

topologisch dquivalent ist — und der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobman wird zeigen,
daff immerhin noch eine teilweise Linearisierung méglich ist, falls diese Bedingung verletzt ist.
Zunichst miissen jedoch die drei folgenden technischen Lemmata bewiesen werden.
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Lemma 2.7.1 Gegeben seien die beiden zufilligen Differentialgleichungen

=A(t,w)+ fi(t,w,2) (2.41)

und

&t =A"(t,wz+ folt,w,z)| - (2.42)

mit mefbaren Abbildungen A= : R x @ — L(RY), fi,fo : Rx @ x RY — RY", und die
Abbildung A~ (-,w) sei fiir jedes w € Q lokal integrierbar. Des weiteren sei ®~(t,s,w) die Uber-
gangsabbildung der homogenen linearen Differentialgleichung & = A~ (t,w)z und fir beliebige
t,s€R,weQundz,zec R gelte:

”Q'—(t’ S,W)lls,t,w < -Kea-(t_s) ﬁf‘ t>s,

1A w,2)llw < M und  [|fi(t,w,2) - fi(t,w,B)l|tw < Ll|z - &|tw

[1f2(t,w, @)l < M und || fot,w,2) = fo(t,w, 2)|[tw < Lz — Z||tw
mit reellen Konstanten a_ < 0, K > 1, M >20und 0< L < L;é‘ Zu guter Letzt seien wie
diblich AV, A2 : R x R x @ x RS — RY die zu (2.41) beziehungsweise (2.42) gehorenden
allgemeinen Ldsungen gemdf Satz A.2.1.

Dann gibt es zu jeder Wahlvon 7 € R, w € Q und £ € R¥ einen eindeutig bestimmten Punkt
H~(1,w,£) € RY", so daf die Differenz

’\(2)(°; T,W, H"(‘r,w,ﬁ)) - ’\(1)(’ T,w,f)

0-quasibeschrdinkt beziiglich w ist. Die so erzeugte Abbildung H~ : R x  x RY — R besitzt
folgende Eigenschaften:

(a) H~ ist mefbar und fiir beliebige w € Q ist die Abbildung H~(-,w, ") stetig.
(b) Fir beliebige T € R, w € Q und £ € R ist die Abschdtzung

H=(7,0,6) = Ellr < —
erfillt.
(c) Ist v eine beliebige w-Lisung von (2.41), so ist die Abbildung H™(-,w,v(-)) eine w-Ldsung
von (2.42).
(d) Eine eventuelle Periodizitit der Abbildungen A=, fi und f;, sowie der Normen || - ||¢w

beziiglich t tibertrigt sich auf die Abbildung H~.

Beweis: In Anlehnung an den Beweis des Lemmas 1.7.1 betrachtet man zunichst die von dem
Parameter (79,&) € R x RY™ abhingige zufillige Differentialgleichung

&= A" (t,w)z + fa(t,w,z + AD(t;70,w,80)) = fi(t,w, XI(¢;70,w, &) . (2.43)

Man verifiziert leicht, daf§ diese Gleichung den Voraussetzungen des Satzes A.2.1 geniigt — und
die resultierende allgemeine Losung von (2.43) werde mit

A RxRx QxR xRx R — RY
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bezeichnet. Des weiferen erfiillt die zufillige Differentialgleichung (2.43) alle Voraussetzungen
des Lemmas 2.2.2 mit 74 := 0, d.h. es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung

p:RxOxRxRYT - R
so daB fiir beliebige 7,7 € R, w € Q und & € R?” die Abbildung
A(s)(-;r,w, “(T,wa 70, 60)1 70, 60)

0-quasibeschrinkt beziiglich w ist. Dariiber hinaus ist 4 mefbar, die Abbildung u(-,w,-,-) ist
stetig und es gilt die Abschitzung
' 2KM
(7, w,70,€0)l|rw < o0 KL’

fiir beliebige 7,79 € R, w € Q und & € R4
Da eine Abbildung v : R — RY" genau dann eine w, 7o, &-Losung der Gleichung (2.43) ist,
wenn die Abbildung
V(') + A(l)(a To, W, 60)

die Gleichung (2.42) 16st, liefert die Definition
H™(1,w,8) := &+ p(r,w,7,€)
die eindeutig bestimmte Abbildung H~, so daf§ die Differenz
MO 10, B (7,0,) = A5 7,0,6)

0-quasibeschrankt beziiglich w ist, fiir jede Wahl von 7 € IR, w € © und ¢ € R?". Die restlichen
Aussagen des Lemmas werden wie im Beweis der diskreten Version verifiziert:

(a) Die Mefibarkeit von p impliziert unmittelbar die Mefibarkeit von H~ — und die Stetigkeit
von H~(-,w,-) ist eine Konsequenz der Stetigkeit von p(:,w,-,*).

(b) Die geforderte Ungleichung folgt aus der obigen Abschitzung fiir u(7,w, 70, &0)-

(c) Sei nun als nichstes v eine beliebige w-Losung von (2.41), sowie
b :=v(rp) und v*(t):= A m0,w, H (10,w, &)) -

Dann ist v* eine w-Losung von (2.42), wobei die Differenz v* — v (beziiglich w) 0-quasibeschrinkt
ist. Sei jetzt 7 € IR beliebig und £* := H~(7,w,v(7)). Bekanntlich ist £* der eindeutig bestimmte
Punkt des R4”, fiir den die Differenz

’\(2)(°; T,w,f*) - A(l)('; T,Ww, V(T))
0-quasibeschrénkt beziiglich w ist. Wegen der Beziehung
A0 (8 7,0, 0(7)) = v(t)

ist nun aber die Abbildung v*(-) — A(V(+;7,w, (7)) (beziiglich w) 0-quasibeschrinkt, d.h. es
gelten die Identititen v*(-) = A@(-;7,w,£*) und

H_(T,w,v(‘l')) ={"= V*(T) .
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Damit ist H~(:,w,v()) = v*(-) eine w-Losung von (2.42).

(d) Die Aussage zur Periodizitit von H~ 1iBt sich wie in Lemma 1.7.1 zeigen, indem man die
bereits bewiesene dynamische Charakterisierung des Punktes H~(7,w,£) verwendet. <

Wie im diskreten Fall behandelt das nun folgende Lemma die duale Situation, d.h. die
Abschitzung der Norm der Ubergangsabbildung gilt jetzt fiir beliebige ¢ < s.

Lemma 2.7.2 Gegeben seien die beiden zufilligen Differentialgleichungen

& = At(t,w)z + fi(t,w,z) (2.44)

und

i = A (t,w)z + fo(t,w,z) (2.45)

mit meflbaren Abbildungen AT : R x  — L(]R‘”), fi,f2: Rx QxR o RY, und die
Abbildung At (-,w) sei fir jedes w € Q lokal integrierbar. Des weiteren sei ®t(t,s,w) die Uber-
gangsabbildung der homogenen linearen Differentialgleichung @ = A% (t,w)z und fir beliebige
t,seR, weQundz,z € R4* gelte:

”‘I’+(ta3aw)”s,t,w < Kex+(t9) fir t<s,

A1t w, 2)lew < M und  ||fi(t,w,2) = fi(t,w,Z)|lew < Ll|2 — 2|ew
I f2(t,w0,2)l|ew < M und || fo(t,w,2) = fot,w, Z)||tw < Ll|z — Z||tw ,
mit reellen Konstanten ay > 0, K > 1, M > 0und 0 < L < C'T} Schlieflich seien wieder

AW A@ :RxRx QxR — RY die zu (2.44) beziehungsweise (2.45) gehorenden allgemeinen
Lésungen gemdf Satz A.2.1.

Dann gibt es zu jeder Wahl von T € R, w € Q und £ € R?* einen eindeutig bestimmten Punkt
H*(1,w,£) € RY", so dap die Differenz

AO (1w, BH(1,w,6)) = AD(57,w,€)

0-quasibeschrinkt beziiglich w ist. Die so erzeugte Abbildung H* : R x Q x RY" — R* besitzt
folgende Eigenschaften:

(a) H* ist mepbar und fir beliebige w € Q ist die Abbildung H*(-,w,-) stetig. .

(b) Fir beliebige r € R, w € Q und £ € R4 ist die Abschitzung

V¥ (r,0,) = Ellr < oo
erfillt.
(c) Ist v eine beliebige w-Ldsung von (2.44), so ist die Abbildung H(-,w,v(-)) eine w-Lésung
von (2.45).
(d) Eine eventuelle Periodizitit der Abbildungen A, f; und f,, sowie der Normen || - ||tw

beziiglich t tibertrdgt sich auf die Abbildung H™.
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Beweis: Der Beweis kann véllig analog zum Beweis von Lemma 2.7.1 durchgefithrt werden. <&

Mit den beiden soeben bewiesenen Ergebnissen lassen sich nun Resultate zur topologischen
Linearisierung gewisser zufilliger Differentialgleichungen herleiten. Dies ist der Gegenstand des
folgenden Lemmas.

Lemma 2.7.3 Fiir jede beliebige Wahl der Konstanten a_ < 0 < ay, K > 1 und M > 0 gelten
die folgenden Aussagen:

(a) Gegeben sei die zufillige Differentialgleichung

(b)

t=A"(t,wz+ f(tw,z) (2.46)

und die zugehorige homogene lineare zufillige Differentialgleichung

z=A"(t,w)z (2.47)

mit mefbaren Abbildungen A= : Rx @ — L(RY ) und f~ : Rx @ x RY —»“]Rd—. Die
Abbildung A~ (-,w) sei fiir beliebige w € Q lokal integrierbar, ®~(t,s,w) sei die Ubergangs-
abbildung von (2.47) und fir beliebige t,s € R, w € Q und z,Z € RY™ gelte:

1@~ (2, 8,w)||spw < Ke*=t2)  fiir t> s,

=t w 2)lew < M und ||f7(tw,2) - f7(,w,2)lltw < Ll - Z[tw »

mit 0 < L < =z=. Dann gibt es mefbare Abbildungen H - H :Rx QxR — R, s0
daff H=(-,w,*) und H~(-,w, ") fiir beliebige w € Q stetig sind, mit folgenden Eigenschaften:
(i) Ist i eine w-Lésung von (2.46), so ist H™(-,w, u(-)) eine w-Ldsung von (2.47).
(i) Ist v eine w-Lésung von (2.47), so ist H=(-,w,v(-)) eine w-Lésung von (2.46).
(i%) Fir beliebige 1 € R und w € Q sind die Abbildungen H—(1,w,-) und H=(1,w,")
einander invers, mithin Homéomorphismen auf dem RY™ .

(iv) Eine eventuelle Periodizitit der Abbildungen A~ und f~, sowie der Normen || - |¢w
beziiglich t tbertrdgt sich auf die Abbildungen H~ und H™.

Die zufilligen Differentialgleichungen (2.46) und (2.47) sind also topologisch dquivalent
tm Sinne von Definition 2.1.1.

Gegeben sei die zufillige Differentialgleichung

&= At (t,w)z + fH(t,w,2) (2.48)

und die zugehdrige homogene lineare zufillige Differentialgleichung

i = A%(t,w)z (2.49)

mit mefbaren Abbildungen AT : R x Q — L(]Rd+) und f;" : R x Q x R4* —+”1Rd+. Die
Abbildung At (-,w) sei fiir beliebige w € Q lokal integrierbar, ®*(t, s,w) sei die Ubergangs-
abbildung von (2.49) und fir beliebige t,s € R, w € Q und z,Z € R4 gelte:

|8 (t, 8,0)||spw < Ke*+E9) fiir ¢t<s,
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||f+(t’w’$)”t,w <M und ||f+(t’w’z) - f+(t’w75:)”t,w < L”.’l: - E”t,w ’

wobei 0 < L < 3. Dann gibt es mefbare Abbildungen H*, HY :Rx QxR - R, s0
daf Ht(-,w,-) und H*(-,w,-) fir beliebige w € Q stetig sind, mit folgenden Eigenschaften:

(1) Ist u eine w-Lésung von (2.48), so ist Ht(-,w, u(-)) eine w-Lisung von (2.49).
(i) Ist v eine w-Lisung von (2.49), so ist H(-,w,v(-)) eine w-Ldsung von (2.48).
(i) Fir beliebige 1 € R und w € Q sind die Abbildungen H*(r,w,-) und H*(r,w,")
einander invers, mithin Homéomorphismen auf dem R?" .

(iv) Eine eventuelle Periodizitit der Abbildungen AY und f":, sowie der Normen || ||¢w
beziiglich t tibertrdgt sich auf die Abbildungen H+ und H*.

Die zufdlligen Differentialgleichungen (2.48) und (2.49) sind also topologisch dquivalent.

Beweis: Wie im Beweis von Lemma 1.7.3 wird im folgenden nur (a) bewiesen.

Mit fi(t,w,z):= f~(t,w,z) und fo(t,w,z) := 0 liefert Lemma 2.7.1 eine mefibare Abbildung
H-:RxQxRY — RY, die beziiglich der ersten und der letzten Variablen stetig ist, und die
die in (%) und (%) geforderten Eigenschaften besitzt.

Mit fi(t,w,z) := 0 und fo(t,w,z) := f~(t,w,z) dagegen liefert Lemma 2.7.1 eine mefibare
Abbildung A~ : RxQ2x R4 — RY", die ebenfalls beziiglich der ersten und der letzten Variablen
stetig ist, und die die in (%) und (%v) geforderten Eigenschaften besitzt.

Es bleibt also nur noch (i) zu zeigen. Dazu wird Lemma 2.7.1 ein drittes Mal angewandt,
diesmal mit fi(t,w,2) := f~(t,w,z) und fo(t,w,z) := f~(¢,w,z). Bezeichnet A(¢;T,w,§) wie-
der die allgemeine Losung von (2.46) gemifl Satz A.2.1, so gibt es eine eindeutig bestimmte
Abbildung H* : R x @ x R¥ — R, so da8 fiir beliebige 7 € R, w € © und £ € R die
Abbildung '

A('; T, W, H*(T,w,f)) - ’\(1 T7wv€)

0-quasibeschrinkt beziiglich w ist, némlich H *(1,w,€) = € auf R x @ x RY". Unter Beachtung
der obigen Definitionen von H~ und H~ folgt weiter, daB fiir jedes 7 € R, w € Q und £ € R¥”
die Differenzen

§_('1Taw)H—(T7w’€) - ’\(a T7wa£)

und
Aoy myw, B (1,0, H(1,w,£))) — 8 (-, 7,w) H (T, w, £)

0-quasibeschrankt beziiglich w sind, d.h. auch die Abbildung

A(sTyw, H (1w, H(T,w,£))) = A(5; Ty w, §)

ist 0-quasibeschrankt fiir alle 7 € R, w € Q und £ € RY” — und die Eindeutigkeitsaussage von
Lemma 2.7.1 impliziert

B (r,w,H (1,w,6))= H*(T,0,€) = ¢ auf RxQxRI .

Analog 1Bt sich die Identitit H=(7,w, H~(1,w,€)) = € auf R x @ x R%" beweisen. &
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Bemerkung 2.7.4 Erfiillen die Abbildungen f* in Lemma 2.7.3 die Gleichheit
fE(t,w,0)=0

fir alle t € R und w € Q, dann liefert der obige Beweis von Lemma 2.7.3 unmittelbar die
Identitédten

HE¥(1,w,0)=0 und H*(,w,0)=0 firalle T€R,wenN.

In diesem Fall ist ndmlich die triviale w-Losung der zufilligen Differentialgleichung (2.46) be-
ziehungsweise (2.48) die eindeutig bestimmte w-Losung, die 0-quasibeschrénkt beziiglich w ist.
a

Zum Abschlufl dieses Abschnittes, und damit auch des zweiten Kapitels, konnen nun endlich
die Sétze von Hartman-Grobman auf den Fall nichtautonomer zufilliger Differentialgleichungen
ibertragen werden.

Den Anfang macht der klassische Satz von Hartman-Grobman, der unter gewissen Vorausset-
zungen die vollstandige topologische Linearisierung einer zufilligen Differentialgleichung erlaubt.

Satz 2.7.5 Gegeben sei eine zufillige Differentialgleichung der Form

= A(t,w)z + F(t,w,z) (2.50)

die den zu Beginn des Abschnittes 2.4 aufgefihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3)
genigt. Ferner gelte
O ¢ (ai;+ - 6’ a"y_ + 6) ?

firallei=1,...,p.
Dann gibt es eine positive Konstante L* > 0, so daff (2.50) fir 0 < L < L* den Vorausset-
zungen von Satz 2.4.1 geniigt und der homogenen linearen zufilligen Differentialgleichung

i = A(t,w)e (2.51)

topologisch dquivalent ist, vermdge einer Abbildung H (gemdp Definition 2.1.1), die der Identitdt
H(1,w,0) = 0 fiir beliebige T € R und w € Q geniigt und eine eventuelle Periodizitit von A, F
und den Normen || - ||¢, beziglich t dbernimmt. Dariber hinaus bildet die Abbildung H jede in
einer zufdlligen invarianten Mannigfaltigkeit S (w) verlaufende w-Lisung auf eine w-Lésung
von (2.51) ab, die in dem entsprechenden zufdlligen invarianten linearen Unterraum verliuft,
und umgekehrt.

Beweis: Zum Beweis des Satzes miissen — wie im diskreten Satz 1.7.5 — nur die von Satz 2.6.2
und Lemma 2.7.3 garantierten Abbildungen geeignet kombiniert werden. &

In der Situation des obigen Satzes nennt man die lineare zufillige Differentialgleichung (2.51) hy-
perbolisch, in Anlehnung an den bekannten Begriff aus der Theorie der autonomen gewohnlichen
Differentialgleichungen, der dadurch verallgemeinert wird. Ist jetzt abschlieflend die Gleichung
(2.51) nicht hyperbolisch, so garantiert der nun folgende verallgemeinerte Satz von Hartman-
Grobman zumindest noch eine teilweise topologische Linearisierung der betrachteten Ausgangs-
gleichung.
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Satz 2.7.6 Gegeben sei wieder eine zufillige Differentialgleichung der Form

&= A(t,w)z + F(t,w,z) (2.52)

die den zu Beginn des Abschnittes 2.4 aufgefihrten Voraussetzungen (V1), (V2) und (V3)
gentigt. Ferner gelte
0 € [a‘1+’a‘,-] ?

fir eini € {1,...,p}.
Dann gibt es eine positive Konstante L* > 0, so daf (2.52) fir 0 < L < L* den Voraussetzun-
gen von Satz 2.4.1 geniigt und der entkoppelten, teilweise linearen zufdlligen Differentialgleichung

2l = A (t, w)xl
#l = A,‘_l(t, w):l)i_l

i = Atw)r + Fi(t,w, it w, z%)) (2.53)
it = A (tw)ztt!

P = Ap(t,w)zP

topologisch dquivalent ist, vermdge einer Abbildung H (gemdf8 Definition 2.1.1), die der Identitdt
H(7,w,0) = 0 fiir beliebige T € R und w € Q geniigt und eine eventuelle Periodizitit von A, F
und den Normen || - ||t beziglich t iibernimmt. Dariiber hinaus bildet die Abbildung H jede in
einer zufdlligen invarianten Mannigfaltigkeit SI(w) verlaufende w-Lésung auf eine w-Lésung
von (2.53) ab, die in dem entsprechenden zufilligen invarianten linearen Unterraum verlduft,
und umgekehrt.

Beweis: Auch dieser verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobman ist eine unmittelbare Kon-
sequenz des Satzes 2.6.2 und des Lemmas 2.7.3. &



Kapitel 3

Zufallige dynamische Systeme

3.1 Definitionen und lineare Theorie

Betrachtet man die Ergebnisse der letzten beiden Kapitel, so sind sicherlich noch einige Fragen
beziiglich der Anwendbarkeit dieser Ergebnisse offen geblieben. Dabei stehen vor allem hinter
den Voraussetzungen an den Linearteil und der Wahl der von w und k (beziehungsweise t)
abhingigen Normen grofie Fragezeichen. Des weiteren sind die globalen Lipschitzbedingungen an
die Nichtlinearitit extrem einschrinkend. Die Beantwortung dieser Fragen steht im Mittelpunkt
des vorliegenden abschliefflenden Kapitels.

Ein erster Schritt wurde bereits in den ersten beiden Kapiteln vollzogen. Es wurde mehr-
fach darauf hingewiesen, dafl im autonomen Spezialfall die Voraussetzungen an den Linearteil
unmittelbare Konsequenzen gewisser Eigenwertbedingungen sind, und da man dann — indem
die Normen || - ||k, beziehungsweise || - ||¢. unabhingig von k beziehungsweise t gewahlt wer-
den — “echt autonome” Ergebnisse erhilt: Die Abbildungen s*, die die zufilligen invarianten
Faserbiindel erzeugen, sind unabhingig von der Zeitvariablen, geben also somit sogar Anlafl zu
zufélligen invarianten Mannigfaltigkeiten im Phasenraum, und &hnliches gilt fiir die Abbildun-
gen H in den Sitzen von Hartman-Grobman. Dieser autonome Spezialfall ist jedoch bei weitem
noch nicht alles. ..

Bekanntlich lassen sich gewissen deterministischen autonomen Differenzengleichungen be-
ziehungsweise Differentialgleichungen auf kanonische Art und Weise diskrete beziehungsweise
kontinuierliche deterministische dynamische Systeme zuordnen. Bezeichnet ndmlich ¢(-,§) die
Losung des Anfangswertproblems

T+l = f(mk) , To=¢&,
beziehungsweise im kontinuierlichen Fall
¢=f(z) , =(0)=¢,

mit einem C!-Diffeomorphismus f : R¢ — RY, und nimmt man an, da (-, ) fiir jedes £ € R9
auf ganz Z beziehungsweise R definiert ist, so liefert die Autonomie der Gleichungen leicht
die folgende Gruppeneigenschaft: Unter Verwendung der Abkiirzung ¢(t) := ¢(t,-) gelten die
Identitdten

¢(0) = idRa

106
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und
p(t+ )= p(t)op(s),

fiir beliebige t,s € T, mit T = Z oder T = R. Interpretiert man nun den IR als Zustandsraum
eines (zum Beispiel physikalisch motivierten) Systems, so gibt die Abbildung (-, £) fiir jeden An-
fangszustand £ die zeitliche Verdnderung des Zustands an. Die obige Gruppeneigenschaft besagt
dann, daB tatsichlich nur der augenblickliche Zustand die weitere (beziehungsweise die vergan-
gene) Zeitentwicklung festlegt, unabhingig von dem Zeitpunkt, an dem der Zustand beobachtet
wird (vergleiche Abbildung 3.1). Mit anderen Worten: Allein der augenblickliche Zustand eines
deterministischen dynamischen Systems bestimmt bereits die gesamte Zukunft und die gesamte
Vergangenheit des Systems.

Abbildung 3.1: Die Zustandsentwicklung bei einem dynamischen System

Diese Sicht der Dinge ist natiirlich extrem idealisiert. In Wirklichkeit wird ein “reales” System
von der Umgebung in mannigfacher Weise beeinfluft — und all diese Einfliisse miissen streng
genommen mit in das System eingearbeitet werden. Leider 148t sich jedoch ein derartig grofles
System (wenn iiberhaupt) nur sehr schwer mit Methoden der Theorie der dynamischen Systeme
untersuchen, da der Zustandsraum sehr schnell unendlich-dimensional sein wird.

Eine andere Moglichkeit, diese dufieren Einfliisse in die Untersuchungen eines dynamischen
Systems miteinzubeziehen, wurde vor einiger Zeit an der Universitit Bremen entwickelt. Die
Grundidee besteht — vereinfacht ausgedriickt — darin, da man die Dynamik des betrachteten
Systems und die Storeinfliisse als getrennte Komponenten betrachtet, wobei die Storeinfliisse
(die im folgenden auch als Rauschen bezeichnet werden) in spezieller Art und Weise auf die
Dynamik einwirken. Der Vorteil dieser Betrachtungsweise liegt auf der Hand: Wihrend sich die
Dynamik noch immer in einem endlich-dimensionalen Raum abspielt, wird nur das Rauschen
durch einen (im allgemeinen) unendlich-dimensionalen Raum modelliert. Das so entstandene
neue System wird als zufdlliges dynamisches System bezeichnet.

Nach diesen vagen Vorbemerkungen sollen im folgenden die grundlegenden Definitionen und
Ergebnisse aus der Theorie der zufilligen dynamischen Systeme angegeben werden. Den Anfang
macht die eben erwihnte Komponente des Rauschens.

Definition 3.1.1 Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,IP), sowie eine Zeitmenge T,
wobei T = Z oder T = R gilt. Dann heiffit das Quadrupel (Q, F,P,(6:)ier) meBbares dynami-
sches System, falls die Abbildungen 6; : @ — Q den folgenden beiden Bedingungen geniigen:

(a) Die Abbildung

TxQ —- Q
(tw) — 6w
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ist mefbar.

(b) Die Abbildungsfamilie (6;)iet bildet eine Gruppe, d.h. es gilt
00 = Zdﬂ ’

sowre
0t+s = 0t [o] 03

fiir beliebige t,s € T.

Gilt zusdtzlich noch die folgende Bedingung (c), so nennt man (Q,F,IP,(6;)ieT) metrisches
dynamisches System oder auch maflerhaltendes dynamisches System:

(c) Die Abbildungen 0, sind PP-erhaltend, d.h. fiir beliebige t € T und F € F ist die Identitdt
P(6;'(F)) = P(F)
erfullt.

Schlieflich heifst ein metrisches dynamisches System (Q, F,IP,(6:)ie) ergodisch, falls alle 6,-
wnvarianten Mengen Nullmengen oder Mengen mit Wahrscheinlichkeit 1 sind, d.h. falls fiir be-
liebige F € F die Implikation

0; (F)=F fir allet € T => P(F) =0 oder P(F) =1
gilt.

Einige Interpretationen sollen diese Definition niher erliutern. Zunichst einmal besteht die
Menge Q aus allen moglichen Zustinden des Rauschens — und die Abbildungsfamilie (6;);eT
beschreibt die zeitliche Verdnderung dieser Zustinde. Dabei zeigt die Gruppeneigenschaft, daf
sich das Rauschen wie ein deterministisches dynamisches System verhilt: Der augenblickliche
Zustand bestimmt eindeutig Zukunft und Vergangenheit, unabhingig von der gerade registrier-
ten Zeit. Die hohe Komplexitit dieses dynamischen Systems des Rauschens bedingt jedoch, da§
in der Praxis der genaue Zustand nicht ermittelt werden kann. Aus diesem Grund wird jeder
Menge F € F von Zusténden eine gewisse Hiufigkeit IP(F') zugeordnet.

In vielen Anwendungen wird 2 ein unendlich-dimensionaler Funktionenraum sein und (6;):eT
eine Familie von Shift-Abbildungen. Eine in  enthaltene Funktion kann dann als ein méglicher
Zeitablauf der Storeinfliisse interpretiert werden.

Als néachstes soll nun die dynamische Komponente eines zufilligen dynamischen Systems
vorgestellt werden — zusammen mit den Regeln, die das Einwirken des Rauschens auf die
Dynamik beschreiben.

Definition 3.1.2 Ein mefibares zufilliges dynamisches System auf dem R? iiber einem me-
trischen dynamischen System (Q,F,P,(60;)ieT) mit Zeitmenge T = Z oder T = R ist eine
mefbare Abbildung ¢ : T x @ x R% — RY, die einen Kozykel iber 6, bildet, d.h. die Abbildungen
o(t,w) := @(t,w,-) geniigen den Identititen

QD(O, (JJ) = ’idmd
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und
o(t+ s,w) = p(t,0,w) o p(s,w),

fiir beliebige t,s € T und w € Q.

Fiir beliebige w € Q und ¢ € R? nennt man die Abbildung ¢(-,w, &) den w-Orbit von ¢ durch
. Das zufillige dynamische System ¢ heift linear, falls die Abbildungen ¢(t,w) linear sind, es
heift stetig, falls die Abbildungen ¢(-,w, ) stetig sind, und es heifst differenzierbar von der Klasse
C1, falls es stetig ist, die Abbildungen ¢(t,w) von der Klasse C! sind und die Ableitung stetig
beziiglich (t,z) ist, fir beliebige t € T und w € Q. Schlieflich nennt man im Fall T = Z das
zufillige dynamische System diskretes zufilliges dynamisches System, @m Fall T = R dagegen
kontinuierliches zufilliges dynamisches System.

In der obigen Definition ist die Analogie zu den eingangs erwihnten deterministischen dyna-
mischen Systemen unverkennbar. Neu ist nur, da die Abbildung ¢ neben der Zeit ¢t und dem
Anfangszustand £ jetzt auch noch von dem Stéreinflufl w abhingt. Ferner wird die Gruppenei-
genschaft durch die Kozykeleigenschaft ersetzt. Man erkennt aber sofort, daf die Art und Weise,
in der dies alles geschieht, den urspriinglichen Begriff eines dynamischen Systems verallgemei-
nert: Ist ¢ von w unabhingig, so liegt ein deterministisches dynamisches System vor. Im echt
zufilligen Fall dagegen hingt die zeitliche Entwicklung des Systems nun nicht mehr nur vom
Anfangszustand ¢ € IR? ab, sondern auch noch von dem Stéreinflu w € @ — und die Kozykel-
eigenschaft bringt die Tatsache zum Ausdruck, daf§ sich auch der Storeinflufl im Lauf der Zeit
veréndert (vergleiche Abbildung 3.2).

©(8, 1)

(P(t + Sywlvf)

cp(t,wl,f)

So(t’w2,£) ______________ Lp(t+s,w2,§)

-~
- -
----------

-
,,,,,,
________

Abbildung 3.2: Die Zustandsentwicklung bei einem zufélligen dynamischen System

Trotz alledem liegt dem Begriff des zufilligen dynamischen Systems durchaus eine determi-
nistische Sichtweise zugrunde. Betrachtet man nimlich den erweiterten Zustandsraum Q x R?
und beschreibt die zeitliche Entwicklung eines erweiterten Anfangszustandes (w,€) durch die
Abbildungsfamilie (O¢)¢e, mit

o, - QxR — Q x R4
' (va) = (0tw,<,o(t,w,§)) ’

so priift man leicht nach, daf die Abbildungen (O;);er die Gruppeneigenschaft erfiillen.
Man nennt (O)icT auch den von ¢ erzeugten Schiefprodukiflufl (vergleiche Abbildung 3.3).
Weitergehende Aussagen zu allgemeinen zufilligen dynamischen Systemen findet man in der
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R? R
<p(t,w1,£) ' Gt(wl’é)
é‘ (w27 6)
(wh £) =\ Q
s\\
(P(tv LU2,£) ‘.Ot(w2’£)

Abbildung 3.3: Der von ¢ erzeugte Schiefproduktflufl ©

Arbeit ARNOLD, CRAUEL [4], sowie in ARNOLD [2].

Es wird das Ziel dieses Kapitels sein, die Ergebnisse der letzten beiden Kapitel auf zufillige
dynamische Systeme anzuwenden, d.h. es soll das qualitative Verhalten nichtlinearer zufélliger
dynamischer Systeme mit Hilfe eines linearisierten Systems untersucht werden. Der erste —
und vermutlich wichtigste — Schritt in diese Richtung ist der nun folgende multiplikative Er-
godensatz, der auf OSELEDETS [32] zuriickgeht und das asymptotische Verhalten eines linearen
zufdlligen dynamischen Systems beschreibt.

Satz 3.1.3 (Multiplikativer Ergodensatz) Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynami-
sches System (2, F, P, (6;)ieT), sowie dariber ein stetiges lineares zufélliges dynamisches System
® auf dem RY. Ferner gelte die folgende Integrabilititsbedingung':

Int sup ||(I>(t,w)||+1n+ sup ||<I>(t,w)‘1|| GLI(Q,J-',]P).
0<t<1 0<t<1

Dann gibt es eine 8;-invariante Menge Q) € F mit P(Q) = 1, sowie reelle Zahlen
A>A>..> A

(die sogenannten Lyapunov-Ezponenten) mit Vielfachhez’teh di, P_,di = d, so daf fir alle
w € () die folgenden Aussagen gelten:

(a) Es ezistiert eine Zerlegung RY = Ej(w) @ ... ® E,(w), wobei die sogenannten Oseledets-
Rdume E;(w) mefbar von w abhdngen, mit dim E;(w) = d; und

?(t,w)Ei(w) = Ei(6w)

fir allet € T und ¢t = 1,...,p. Mit anderen Worten: Die Oseledets-Riume sind invariant
unter dem linearen Kozykel ®.

(b) Fir jedes z € RY existieren die Grenzwerte lim_, 4o 1 1n |I<I>(t,w):1:|| und es gilt:

.1 . _
tl}:xtnw?lnH@(t,w)wll =X\ & z€Ej(w)\{0}.

!Die in der Integrabilititsbedingung auftretende Funktion In* ist wie iiblich definiert als In* z := max{0,In z}.



3.1. DEFINITIONEN UND LINEARE THEORIE 111

Beweis: Der Beweis dieses Satzes kann etwa in ARNOLD [2, Abschnitt 3.3] gefunden werden. <&

Die Lyapunov-Exponenten geben also gerade die méglichen exponentiellen Wachstumsraten der
Abbildungen ®(:,w)z an. Es wird sich bald zeigen, daB sie die Rolle der Realteile der Eigenwer-
te (im Fall der autonomen Differentialgleichungen) beziehungsweise der Logarithmen der Eigen-
wertbetrage (im Fall der autonomen Differenzengleichungen) iibernehmen. Die Tatsache, daf die
Lyapunov-Exponenten von w unabhingig sind, ist eine Konsequenz der vorausgesetzten Ergo-
dizitdt des metrischen dynamischen Systems (2, F, P, (6;)teT). Diese Voraussetzung wurde nur
deshalb angenommen, um im folgenden die Ergebnisse moglichst einfach angeben zu kénnen. Im
nicht ergodischen Fall erhilt man zu w € Q die Lyapunov-Exponenten A;(w) > ... > Ap(w)(@),

wobei p(w) € {1,...,d}, mit Vielfachheiten d;(w), Ef:_(_“{) di(w) = d. Dabei sind die Abbildungen
Ai, p und d; zwar im allgemeinen nicht mehr konstant, aber wenigstens noch invariant beziiglich
0;, d.h. es gilt etwa

p(fw) = p(w) fiir beliebige teT,weQ,

und analog fiir A\; und d;. Schlieflich bleiben die Aussagen (a) und (b) in Satz 3.1.3 erhalten,
wenn man die w-Abhéngigkeit von A;, p und d; in der Formulierung beriicksichtigt.

Im deterministischen Fall spielen die hyperbolischen linearen dynamischen Systeme eine
besondere Rolle — nicht zuletzt deswegen, weil im allgemeinen nur fiir dynamische Systeme
mit hyperbolischem linearen Anteil der klassische Satz von Hartman-Grobman gilt, der ja eine
vollstdndige Linearisierung erlaubt. Im Fall der zufilligen dynamischen Systeme wird das nicht
anders sein. Die folgende Definition der Hyperbolizitit fiir lineare zufillige dynamische Systeme
ist dabei keine Uberraschung.

Definition 3.1.4 In der Situation von Satz 3.1.3 heifit das lineare zuféllige dynamische System
& hyperbolisch, falls keiner der Lyapunov-Ezponenten verschwindet.

Fiir die Anwendung der Ergebnisse der ersten beiden Kapitel ist es von entscheidender Be-
deutung, daf8 der multiplikative Ergodensatz die Konstruktion sogenannter zufdlliger Normen
ermoglicht, die auf BOXLER [12] und DAHLKE [15] zuriickgehen. Die im Rahmen dieser Arbeit
benétigten Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefafit.

Satz 3.1.5 Es sei die Situation von Satz 3.1.8 vorausgesetzt. Ferner sei a > 0 eine beliebige,
aber feste, reelle Konstante, so daff die Intervalle [\; — a,\; + a], i = 1,...,p, disjunkt sind,
und || - || sei die euklidische Norm auf dem RY. Definiert man dann fiir beliebige w € Q und
z=ga'+...+2P € B1(w)D...0 Ep(w)

2]l = /1122113 + ... + [la]I2 ,

mit .
oo 2
( f ||<I’(t,w)u|lze‘2(’\“+"|t|)dt) fir T=R,

l|ullw := 1

(§ II‘I’(n,w)uI|26‘2("‘”+°'"')) fir T=17,

o=

fir u € Ey(w), sowie ||z||, := ||z|| fir beliebige w ¢ , so gelten die folgenden Aussagen:
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(a) || || ist eine zufdllige Norm auf dem RY, d.h. die Abbildung (z,w)— ||z||. ist mefbar.
(b) Zu jedem € > 0 ezistiert eine mefbare Abbildung B, :  — [1,00) mit

1

_— < <B

51l < lelh < Be@)lel
und

Be(o.:)e'eltl < B.(6w) < Be(u.:)ee'tI
fiir beliebige z € R, w e Q und t € T.
(c) Fir beliebigew € Q, i=1,...,p, z € Ei(w) und t € T gelten die Abschdtzungen
=l |z]l, < [|2(t,w)zllgw < XitFel| |2,

beziehungsweise die dazu dquivalenten Abschdtzungen

ehit—alt| < ||®(t, “-’)lE.-(w)”w,otw < elittalt] ,

mit || 2 (2, w)|Ey(w) .o = s9p{||2(t, w)2low : @ € Ei(w), |lz|lo < 1}

Beweis: Der Beweis dieses Satzes kann in ARNOLD [2, Theorem 3.74] gefunden werden. Dort
ist die in (a) geforderte Aussage beziiglich der Mefbarkeit der Abbildung

{mdxa - RY

(z,w) = |lz]lo

zwar nicht explizit enthalten, sie folgt jedoch leicht unter Verwendung von Corollary 3.78 in
ARNOLD [2]. Damit 148t sich nimlich zeigen, da$ fiir jedes ¢ € {1,...,p} die Projektion eines
Punktes z € R? auf E;(w) lings @, Ej(w) meBbar von z und w abhingt — und dies impliziert
zusammen mit der obigen Definition von ||z||, bereits die Behauptung. o

Bemerkung 3.1.6 Die in (c) enthaltenen Abschitzungen fir ||®(¢,w)|E;w)llw,6w liefern in
natiirlicher Weise auch Abschitzungen fiir ||®(?,w)||w,6,0. Sei dazu ein beliebiger Vektor z =
el4+...+2P € B1(w)®...0 Ey(w) gegeben. Dann erhilt man fiir beliebige ¢ € T mit ¢ > 0 und
w € Q die Abschiitzung

I8t w)ellow = |1l @(t,w)at (13, +...+ ]| 8(t,w)a |3, <
N, s’ N reans’
(=35 (€¢w) eE,,(otw)
(M+a)t|[p1]] )2 (Ap+a)t||pp|| )2
< V(erarjat],)? + ...+ (Potalt|[zp||,)? <
< M llatZ 4+ flarl2 =

= e(’\1+a)t”x”w ’

und damit

18(t, )| |w o < XD fiiralle £>0.
Analog 14t sich auch die Abschitzung

“Q(t’ w)”w,o,w < e('\P—a)t firalle <0

herleiten. a
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Die in Satz 3.1.5 eingefiihrten zuféilligen Normen ermdoglichen eine kanonische Wahl der in den
ersten beiden Kapiteln benétigten, sowohl von der Zeit als auch von w abhingigen Normen
| - ||k beziehungsweise || - ||¢., — man betrachtet ndmlich einfach || - ||6,0, mit (¢,w) € T x Q.
Speziell im kontinuierlichen Fall T = R kann dann die in Definition 2.2.1 auftauchende Funktion
£ als £(t,w) := B;(6w) gewdhlt werden, denn gemiB Satz 3.1.5(b) ist die Abbildung B;(f.w) fiir
beliebige w €  lokal beschrinkt?. Damit 158t sich jetzt auch der Begriff der Quasibeschrianktheit
an die in diesem Kapitel behandelte spezielle Situation anpassen.

Definition 3.1.7 Gegeben sei ein metrisches dynamisches System (Q, F, P, (0;)ie), mit T = Z
oder T = R. Ferner sei || - || eine zufillige Norm auf dem RY, die die in Satz 3.1.5(a),(b)
aufgefiihrten Eigenschaften besitzt, u: T — R? sei eine Abbildung und v € R* sei eine beliebige
positive Konstante. Die Abbildung u heift y¥-quasibeschriankt beziiglich w, falls fiir beliebige
t € T mitt > 0 die Abschdtzung

lle@®)llow < C7* (3.1)

erfiillt ist, mit einer Konstanten C > 0. Wie bereits in Deﬁm’tioh 1.2.1 werden die Begriffe v~ -
beziehungsweise v-Quasibeschrinktheit verwendet, falls die obige Abschdtzung (3.1) fiir beliebige
t € T mit t < 0 beziehungsweise fiir beliebige t € T gilt.

Fiir T = 7Z ist diese Definition der Quasibeschrinktheit eine direkte Ubertragung der im ersten
Kapitel angegebenen Definition 1.2.1. Dagegen weicht sie im kontinuierlichen Fall von der De-
finition 2.2.1 insofern ab, als an Stelle der Abbildung e die Abbildung 7* betrachtet wird. Es
wird sich jedoch im Abschnitt 3.3 herausstellen, dafl diese abweichende Wahl fiir die Belange
des vorliegenden Kapitels durchaus sinnvoll ist.

Das nun folgende Lemma zeigt, daB in der speziellen Situation der Definition 3.1.7 die Qua-
sibeschranktheit einer Abbildung auch Aussagen iiber das tatsichliche asymptotische Verhalten
der betrachteten Abbildung p erméglicht, d.h. genauer iiber das asymptotische Verhalten der
euklidischen Norm ||u(t)|| — und ebenso umgekehrt.

Lemma 3.1.8 In der Situation der obigen Definition 3.1.7 gelten die folgenden Aussagen:

(a) Ist p eine (beziiglich w € Q) y*-quasibeschrinkte Abbildung, so ezistiert zu jedem B > v
eine Konstante Cg > 0, so daf8 fir beliebige t € T mit t > 0 die Abschdtzung

lu(®)ll < Cp - B
erfillt ist.

(b) Geniigt umgekehrt die Abbildung p fir beliebige t € T mit t > 0 einer Abschdtzung der
Form .
@Il < Cs- 8,
mit 3 > 0 und Cg > 0, so ist p eine vt -quasibeschrinkte Abbildung beziiglich w, fir jedes
beliebige v > B und jedes w € .

Analoge Aussagen erhilt man auch fiir den Begriff der v~ -Quasibeschrinktheit, wenn man in
(a) beziehungsweise (b) jeweils 0 < 3 < vy beziehungsweise 0 < v < 3 wdhlt.

?Die Tatsache, da die lokale Beschrinktheit nur fiir alle w € {2 gilt, ist dabei im folgenden keine Einschrinkung,
da man sich bei der Anwendung der Ergebnisse des zweiten Kapitels auf die 8;-invariante Menge €2 zuriickziehen
kann.
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Beweis: Zum Beweis von (a) sei 3 > 7y beliebig, aber fest. Setzt man dann ¢ := lng > 0,

so erhilt man unter Verwendung von 3.1.5() aus der vorausgesetzten y+-Quasibeschrinktheit
(beziiglich w € Q) fiir beliebige ¢t > 0 die Abschétzung

@I < Be(8w) - lln(®)llow < Be(w)e™ - |u(®)llow <

<
< Bo(w)e- Cy = B(w)C - (1¢)"

woraus mit Cg := Be(w)C und 7e® = 3 sofort die gewiinschte Ungleichung folgt. Véllig analog
erhilt man in (b) die y*-Quasibeschrinktheit (beziiglich w € ) der Abbildung p aus der
Abschitzung

||4()llow < Be(8sw) - [|1(D)|| < Be(w)Cp - (Be%)’
wobei ¢ :=In 7 > 0 gesetzt wird. &

Zum Abschluf} dieses einleitenden Abschnittes soll noch ein Ergebnis angegeben werden, mit des-
sen Hilfe im folgenden die benétigte Blockdiagonalgestalt eines linearen zufilligen dynamischen
Systems konstruiert werden kann.

Satz 3.1.9 Wieder sei die Situation von Satz 8.1.83 vorausgesetzt. Dann gibt es eine mefbare

Abbildung P : @ — GL(RY), so daf durch
3*(t,w) := P(w)®(t,w)P(w)™!

ein mefbares lineares zufilliges dynamisches System® mit Blockdiagonalgestalt definiert wird,
d.h. es gilt

i(t,w) 0

®5(t,w
‘I”"(t,w) — 2 ) . :

0 5(t,w)

beziiglich der Zerlegung R® = R X ... x IR%. Dariiber hinaus besitzt ®* die folgenden Eigen-
schaften:

(a) Unter Verwendung der Zerlegung R® = R* x ...x R%, wobei d; die Vielfachheit des i-ten
Lyapunov-Ezponenten \; von ® ist, ist der i-te Block ® ein lineares zufilliges dynamisches
System auf dem R% (iber dem metrischen dynamischen System (0, F,P,(0)et)), fir
beliebiges i = 1,...,p.

(b) Fir ®* gelten die Aussagen des Satzes 3.1.3. Dabei besteht das Lyapunov-Spektrum von ®*
ebenfalls aus den Lyapunov-Ezponenten A; mit Vielfachheiten d;, und der i-te Oseledets-
Raum ist gerade der Unterraum

Ef (w):= {0} x...x {0} x R% x {0} x ... x {0} C R?,

fir beliebigest = 1,...,p.

3Fiir T = Z ist ®* offensichtlich sogar ein stetiges lineares zufilliges dynamisches System.
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(c) Fir &* gelten die Aussagen des Satzes 3.1.5, d.h. es gibt eine zufillige Norm || - ||% auf
dem RY, so daf die Aussagen (a), (b) und (c) des Satzes 3.1.5 erfillt sind. Dabei kann
man natirlich &*(t,w)| g+ () mit ¥;(t,w) identifizieren.

Beweis: Definiert man den zufilligen Isomorphismus P(w) wie in ARNOLD [2, Corollary 3.78]
— d.h. P(w) bildet fiir jedes w € Q den i-ten Oseledets-Raum E;(w) in geeigneter Weise bijektiv
auf den oben definierten Raum E®"(w) ab — so folgt die Giiltigkeit von (a) und (b) direkt aus
Corollary 3.78 und Proposition 3.53 in ARNOLD [2]. Des weiteren iiberzeugt man sich leicht, daf
®* in der Tat ein meBbares lineares zufilliges dynamisches System ist.
Was die noch fehlende Aussage (c) angeht, so definiert man die neue zufillige Norm || - |[%,
auf dem R? mittels
llzll} := |P() el fir weQ,zeR?.

Dann gilt offensichtlich die Aussage von Satz 3.1.5(a). Zum Nachweis von Satz 3.1.5(b) sei
zunichst ein beliebiges ¢ > 0 gegeben. Gemif Corollary 3.78 in ARNOLD [2] existiert eine
mefibare Abbildung B¢ : © — [1,00) und eine Konstante C > 1 mit

IP@)7H|<C und [|Pw)|| < 2CRs(w),

sowie
Re(Ow) < Rg(w)eﬂtl ,

fiir beliebige w € ) und ¢ € T. Beachtet man nun die fiir beliebige z € R% und w €  giiltigen
Abschitzungen
izl = [|P(w) " 2llw < Be(w)l|P(w)™'z|| < CBe(w)llall,

mit der Abbildung B.(w) aus Satz 3.1.5(b), sowie

1]

||P(w)P(w)~a|| < 2CRe(w)||P(w)'2]| <
2CRg(w)Bg(w)||P(w) 2llw =
2CRg(w)Bg(w)ll=|[5 »

I IA

so besitzt die durch
B;(w) := max{CB.(w) , 2CRs¢(w)Bg(w)} fir weQ

definierte Abbildung alle in Satz 3.1.5(b) aufgefiihrten Eigenschaften.
Sei nun abschliefend z = (0,...,0,2%0,...,0) € E®"(w) beliebig. Dann erhélt man fiir
beliebige t € T die Abschitzung

18*(t, )25 = [I1P(0w) ' 8*(t,w)2llgw = ||2(t,w) P(w) "2 |lgw <
. N o’
€E;(w)
< eMtreltl)| P(w)lg||, = edittald)|g)x

und analog 148t sich auch die noch fehlende Abschitzung nach unten in Satz 3.1.5(c) nachweisen.
Damit ist alles gezeigt. <&
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Bemerkung 3.1.10 Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl zur Anwen-
dung der Sétze 3.1.3 und 3.1.5 stets ein stetiges lineares zufilliges dynamisches System & benétigt
wird. Fiir T = R ist aber im allgemeinen das eben konstruierte lineare zuféllige dynamische
System ®* wirklich nur ein mefbares lineares zufilliges dynamisches System, d.h. die oben ge-
nannten Sitze sind nicht direkt anwendbar. Trotzdem kénnen die Aussagen der beiden Sitze
auf ®* iibertragen werden, wie der soeben bewiesene Satz 3.1.9 zeigt. O

Bei den weiteren Untersuchungen kann man also getrost annehmen, dafi das lineare zufllige
dynamische System @ in Blockdiagonalgestalt vorliegt. Dabei wird in den folgenden Abschnitten
die zuféllige Norm || - ||* wieder mit || - ||, bezeichnet.

3.2 Diskrete zufillige dynamische Systeme

Mochte man die Ergebnisse des ersten Kapitels auf diskrete zufillige dynamische Systeme anwen-
den, so stellt sich natiirlich zunéchst die Frage, welcher Zusammenhang zwischen den zufilligen
Differenzengleichungen und den diskreten zufdlligen dynamischen Systemen besteht.

Sei dazu ein diskretes zufélliges dynamisches System ¢ wie in Definition 3.1.2 gegeben. Unter
Verwendung der Kozykeleigenschaft verifiziert man dann leicht, daf§ die Abbildung ¢(-,w,§) fiir
beliebige w € Q und £ € R? eine w-Losung des Anfangswertproblems

Tr41 = ‘P(l’okwa .’Ek) y To= 6 (32)

ist, d.h. ¢ ist gerade die allgemeine Losung der nichtautonomen zufilligen Differenzengleichung
(3.2) im Sinne von (1.4), wobei die Anfangszeit « gleich 0 gesetzt wird. Weitere Aussagen sind
im nun folgenden Lemma enthalten.

Lemma 3.2.1 Gegeben sei eine zufillige Differenzengleichung
Tr+1 = f(k,w,zk) (3.3)

wobei (2, F) ein beliebiger Mefiraum und die Abbildung f : Z x @ x R? —» R? mefbar ist.
Ferner sei angenommen, daf alle w-Losungen von (8.3) auf ganz Z ezistieren und dort eindeutig
bestimmt sind, und daf die allgemeine Losung A im Sinne von (1.4) mefbar ist. Dann sind die
folgenden drei Aussagen dquivalent:

(a) Die Abbildung ¢ : Z x @ x RY — RY definiert durch ¢(k,w,z) := A(k;0,w, z) ist ein mef-
bares diskretes zufilliges dynamisches System iber dem metrischen dynamischen System
(Q’ f’ IP, (on)neﬂ)-

(b) Die allgemeine Lisung von (8.8) geniigt der Identitit
A(k; gyw,2) = ANk — K;0,0,w, ) ,
fiir beliebige k,k € T, w € Q und z € RY.

(c) Die Abbildung f erfillt
f(k,w,x) = f(o’okw, II)) ’
fiir beliebige k € Z, w € Q und z € RE.
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Beweis: Seien k,k € Z, w € Q und & € R? beliebig. Um die Aquivalenz von (a) und (b)
nachzuweisen, sei y := A(0; ,w, ). Dann impliziert (1.5) die Identitdten

Alk; kyw,z) = Mk; 0,w, A(0; K, w, z)) = p(k,w,y)
und
Ak — £;0,0.w,z) = Ak — K;0,0,w, A(K; 0,w, A(0; k,w, ) = p(k — K, Ocw, p(K,w,Y)),

und die Bijektivitit von A(0; k,w,-) liefert sofort die behauptete Aquivalenz von (a) und (b).
Sei nun die Giiltigkeit von (b) vorausgesetzt. Dann liefern die Beziehungen

fk,w,z) = f(k,w, A(k; k,w,2)) = Mk + 15 k,w, )

und
£(0, 0w, z) = A(1; 0, Okw, z)

unmittelbar (¢). Damit bleibt nur noch zu zeigen, daf§ (c¢) die Aussage (b) impliziert. Seien dazu
k € Z, w € Q und z € R? beliebig, aber fest. Dann 148t sich (b) leicht mittels Induktion iiber
k beweisen. Fiir k¥ = & ist die Behauptung offensichtlich erfiillt. Gilt nun (b) fiir ein k € Z, so
erhdlt man sowohl

Ak + L kyw,z) = f(kyw, Ak k,w,z)) =
= f(0,0k—kbcw, A(k — K;0, 0w, 2)) =
f(k = k,0w, Mk — £;0,0,w,z)) =
AMk+1-k;0,0,w,2),

als auch
Ak -1 k,w,2)= Ak —1-k;0,0w,2) .

Damit ist alles bewiesen. %

Bemerkung 3.2.2 Sei ® ein diskretes lineares zuféi]liges dyna,mische§ System, das den Vor-
aussetzungen von Satz 3.1.5 geniigt. Bezeichnet dann ®(m,n,w) die Ubergangsabbildung der
linearen zufilligen Differenzengleichung

zr41 = A(k,w)zr mit  A(k,w) = 81, 0w) , (3.4)
so liefert das eben bewiesene Lemma 3.2.1 leicht die Identitit
&(m,n,w) = &(m - n,0,w),

fiir beliebige m,n € Z und w € Q. Setzt man schliefilich noch — wie bereits im letzten Abschnitt
angedeutet wurde — fiir alle k € Z, w € Q und z € R?

Hzllkw = |z]loyw »

wobei die letzte Norm die zufillige Norm aus Satz 3.1.5 ist, so folgen unter Verwendung der
Beziehung

”é(m’ n’w)”n;myw = ”Q(m -n, onw)llanw,Omw = ”Q(m -n, onw)llonw,om—nonw
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und Bemerkung 3.1.6 sofort die Abschitzungen

”@(m’n’w)”n,m,w S (6'\1+a)m-n fiir m Z n,

||§(m, n,w)”n,m,w S (eAp-a)m_n fiir m S n,

mit m,n € Z und w € . Mit anderen Worten: Die Ubergangsabbildung & von (3.4) geniigt
Abschitzungen, wie sie im ersten Kapitel stets bendtigt wurden! Analoge Aussagen erhdlt man
fiir die Teilblocke ®;, falls ® in Blockdiagonalform vorliegt. o

Nachdem der Zusammenhang zwischen den diskreten zufélligen dynamischen Systemen und den
(nichtautonomen) zufilligen Differenzengleichungen mit dem eben bewiesenen Lemma herge-
stellt ist, kann nun damit begonnen werden, die Ergebnisse des ersten Kapitels auf diskrete
zufillige dynamische Systeme anzuwenden.

Sei dazu ¢ ein stetiges diskretes zufilliges dynamisches System auf dem R iiber einem
ergodischen metrischen dynamischen System (2, F,P,(6k)kez) mit Fixpunkt 0, d.h. es gelte
o(k,w,0) = 0 fiir alle k¥ € Z und w € Q% Des weiteren sei & ein diskretes lineares zufilliges
dynamisches System auf dem R? iiber (Q,F, P, (6x)rez), fir das die Aussagen der Sitze 3.1.3
und 3.1.5 gelten, und der “nichtlineare” Anteil ¥ von ¢ sei durch

e(k,w,z) =: ®(k,w)z + ¥(k,w,z) (3.5)

definiert. Setzt man dann A(k,w) := @(1,6w) und F(k,w,z) := ¥(1,60iw,z), fir beliebige
k€Z,we Qund z € R?, so verifiziert man leicht, daB die allgemeine Losung A(k; s, w,z) der
zufilligen Differenzengleichung

Tkt = A(k,w)zk + F(k,w, zk) (3.6)

im Sinne von (1.4) existiert, und Lemma 3.2.1 liefert die Identitat
}‘(k; K,w, f) = ‘P(k - K, 0&""’1 6) ’ (3‘7)

fiir beliebige k,x € Z, w € Q und £ € RY. Dariiber hinaus ist A meBbar, sowie stetig beziiglich
der letzten Variablen®.

Auf die obige zufillige Differenzengleichung (3.6) sollen im folgenden die Ergebnisse des er-
sten Kapitels angewandt werden, um somit Aussagen iiber das diskrete zufillige dynamische
System ¢ zu erhalten. Dazu miissen natiirlich gerade die Voraussetzungen (V1) bis (V4) vom
Beginn des Abschnittes 1.4 erfiillt sein. Wahrend die Giiltigkeit von (V3) bereits im letzten
Absatz gezeigt wurde, gelten die iibrigen Voraussetzungen offensichtlich nur, falls weitere Be-
dingungen an das zufillige dynamische System ¢, beziechungsweise an ® und ¥, gestellt werden.
Zunéchst soll der lineare Anteil & betrachtet werden.

*Man kann zeigen, daB diese Annahme ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gemacht werden kann — ganz
im Gegensatz zum deterministischen Fall. Vergleiche dazu etwa ARNOLD [2, Proposition 1.23].

®Man beachte, daB die Abbildung ¢(k,w) bijektiv ist, mit der Umkehrabbildung ¢(—Fk, 8xw). Dies folgt sofort
aus der Kozykeleigenschaft von ¢.
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(D1) Das lineare zufillige dynamische System @ sei in Blockdiagonalgestalt, d.h. es gelte

'I’l(k,w) 0

@(k’w) _ @2(1‘77"") . ,

0 ®,(k,w)

beziiglich der Zerlegung R? = R% x ...x R, Dabei sollen fiir ® alle Aussagen des Satzes
3.1.9 gelten, d.h. der Lyapunov-Ezponent \; besitzt gerade die Vielfachheit d;, der i-te
Oseledets-Raum ist gegeben durch

Ejw)={0} x...x {0} x R% x {0} x...x {0} CR?,

firi=1,...,p, und es gibt eine zufillige Norm || ||, auf dem RY, so daff die Aussagen
des Satzes 3.1.5 erfiillt sind.

Sei nun z* € R% beliebig. Dann wird durch
i-te Stelle
~=

lollo == 11(0,--,0, &' ,0,...,0)[lu
e

eine zufillige Norm auf dem R% definiert, fiir jedes i = 1,...,p. (Die Normen werden von
der Bezeichnung her nicht unterschieden.) Sei weiter die Konstante a > 0 so gewéhlt, dafl die
Intervalle [A; — a, A; +a], 7 = 1,...,p, disjunkt sind, und im hyperbolischen Fall (man vergleiche
Definition 3.1.4) gelte ferner

0 [Ni—a,\i+a] fir i=1,...,p.

Setzt man als nichstes
Ai+a

Ai—a

aiyi=e und o;_:=e

firi=1,...,p, so gilt
00 >aay_>ajy>ay_>...> 014 >0 >0p4 >0,
und Satz 3.1.5(c) liefert unter Beachtung von Bemerkung 3.2.2 sofort die Abschitzungen

" firalle m<mn,

“éi(m,n) w)||o,,w,omw <
< " firalle m>n,

m—
i+
”Qi(m’ n, w)“o,,w,o,,.w m-

a
ol
mit m,n € Z und w € ), wobei &; die Ubergangsabbildung der linearen zufilligen Differenzen-
gleichung z} ., = Ai(k,w)z} ist, mit A;(k,w) := ®;(1,frw). Wihlt man schlieBlich eine beliebige
(aber dann feste) positive Konstante § mit

. 01,4 — 09 — Op—1,4+ — Qp —
0<6<m.1n{—-+2—-, ,%”—,ap,.,.} )
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Abbildung 3.4: Zur Wahl der Konstanten a; 4+, a; — und § im hyperbolischen Fall

und fordert im hyperbolischen Fall noch
1€ (a4 —0,05_+6) fir i=1,...,p,

so erfiillt der lineare Anteil der zufilligen Differenzengleichung (3.6) die Voraussetzung (V1)
aus Abschnitt 1.4, sofern man dort Q durch  ersetzt und || - ||xw := || ||, definiert. (Man
vergleiche dazu auch Abbildung 3.4.) Zu guter Letzt wird die zufillige Norm || - ||,, auf dem R?
aus (D1) durch die dquivalente Norm

llzllo = lIz"- -, 2Pl := llzt |l + - .-+ [Pl

ersetzt, wobei natiirlich z = (z!,...,2P) € R% x ... x R% = RY beliebig ist. Von jetzt an wird
nur noch diese zufillige Norm auf dem R betrachtet.

Nun ist auch klar, welche Bedingungen an den nichtlinearen Anteil ¥ in (3.5) die noch
fehlenden Voraussetzungen (V2) und (V4) implizieren®. Sie lauten:

(D2) Fiir beliebige i = 1,...,p, w € Q und ,% € R? seien, unter Verwendung von
U= (T,...,0,): Zx QxR 5 R x ... x R,
die Abschdtzungen
1%:(1,w,2) — ¥i(L,w, B)lloyw < Lllz - Z||o

erfillt, mit 0 < L < L*, wobei L* etwa wie in Satz 1.7.5 gewdhlt wird — und es gelte
ferner
”‘I’i(l’w’x)“ﬂw <M,

mit einer reellen Konstanten M > 0.

Geniigt also das obige diskrete zufillige dynamische System ¢ den beiden Voraussetzungen (D1)
und (D2), so erfiillt die zugehérige zufillige Differenzengleichung (3.6) alle Voraussetzungen vom
Beginn des Abschnittes 1.4 — und alle Ergebnisse der Abschnitte 1.4, 1.5, 1.6 und 1.7 konnen
nun direkt angewandt werden. Zunichst liefert Satz 1.4.4 das folgende Resultat.

6Zur Ableitung der Voraussetzungen (V2) und (V4) aus (D2) muB man nur die Definition F(k,w,z) :=
¥(1, 0w, z) beachten.
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Satz 8.2.8 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (0, F, P, (Ok)kez), so-
wie dariber ein stetiges diskretes zufélliges dynamisches System ¢ auf dem R?, mit Fizpunkt 0.
Dariiber hinaus existiere ein lineares diskretes zufilliges dynamisches System ®, so daff mit

plk,w,z) = ®(k,w)z + ¥ (k,w,z)

die Voraussetzungen (D1) und (D2) erfillt sind. Dann gibt es zu jeder Wahlvon 1< ¢ < j<p
mit (i,5) # (1,p) eine zufillige Mannigfaltigkeit S*I(w) C RY mit folgenden Eigenschaften:

(a) Die zufillige Mannigfaltigkeit S*(w) laft sich schreiben als
S (w) = {z € R?: (<%, 2>7) = s"(w,2'S%)}
mit einer mefbaren Abbildung
ST OxRY x ... xRY - RM x ... x R¥t x R%+ x ... x R%,

wobei die Abbildungen sI(w,-) fir beliebige w € Q global Lipschitz-stetig sind, und die
zugehdrigen Lipschitzkonstanten fiir L — 0 ebenfalls gegen 0 konvergieren.

(b) Die zufillige Mannigfaltigheit S (w) ist tatsdchlich eine zufillige invariante Mannigfal-
tigkeit, d.h. fiir beliebige k € 7 und w € ) ist die Identitit

(k)8 (w) = ¥ (Bw)
erfillt.

(c) Die zufillige invariante Mannigfaltigkeit S*I(w) lift sich fir beliebige w € 0 dynamisch
charakterisieren als

SH(w) = {€ € R*: (-, w, £) ist 7; - und 5 -quasibeschrdinkt beziglich w} ,

wobei
c [og,- + 6,00) fir 1=1
n [a,-,_ + 6, Qi_1,.4 — 6] fﬁ‘l" 1>1

und

vy € { Lot toajy = 8] fir j<p
(0, ap,4+ — 6] fir j=p

beliebig gewdhlt werden konnen.

Definiert man schlieflich noch S*P(w) := R fiir beliebige w € Q, so gelten die Aussagen (b)
und (c) auch fir SVP(w).

Beweis: Wegen der vorausgesetzten Giiltigkeit von (D1) und (D2) erfiillt die Differenzenglei-
chung (3.6), deren allgemeine Losung A ja das zufillige dynamische System ¢ durch die Identitét
(3.7) erzeugt, alle Voraussetzungen des Satzes 1.4.4, sofern man dort Q durch ) ersetzt. Seien
nun 1 <@ < j < pmit (¢,5) # (1,p) beliebig, aber fest gewihlt. Ferner sei

9 L xOxRY x...x RY - R x ... x R%-! x R%+ x...x R%
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R x...x Rdi-1 x Rdi+1 x ...x R R% x...x R%-1 x R4+t x ...x R%
¢ §49(6w)
R% x ...x R%
R% x ...x R%
— k,w,

\/

p(k,w)

Abbildung 3.5: Zufillige invariante Mannigfaltigkeiten

die von Satz 1.4.4 garantierte Abbildung. Definiert man dann fiir beliebige w € Q und
(z%,...,27) € R% x ... x R% die Abbildung s*/ durch

si’j(w,xi, 2l i= 3(0,w,at,...,27)

und setzt diese Definition mefbar auf ganz Q fort (indem man etwa fiir alle w € Q \  die
Abbildung als 0 definiert), so sind mit

§49(w) 1= {o € R : (2%,07) = 649 (w,2°S7))

zunéchst die Aussagen (@) und (c) erfiillt.
Was die in (b) geforderte Invarianz angeht, so reicht es offensichtlich zu zeigen, daB fiir
beliebige k € Z und w €  die Identitit

8% (k,w,+) = 879(0,0,w, ") (3.8)

gilt — denn dann folgt die Invarianz der zufilligen Mannigfaltigkeit S/ (w) leicht aus der in Satz

1.4.4 gezeigten Invarianz des entsprechenden zufélligen invarianten Faserbiindels 3" (w) Diese
liefert namlich fiir beliebige k € Z, w €  und ¢ € §“%(w) die Inklusion p(k,w,£) € S (rw),
d.h.

o(k,w)SM (W) C 8% () ,

und unter Verwendung der Kozykeleigenschaft von ¢ folgt weiter
84 (Bkw) = gk, w)p(—k, Bw) 8 (Bw) C p(k,w)S™ (B_rO1w) = (k,w)S"(w)
—id 4

d.h. es gilt tatsachlich die geforderte Gleichheit.
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Zum Nachweis von (3.8) seien k € Z, w € Q und ¢ € R? mit (k,£) € 8" (w) beliebig,
aber fest. GemiB Satz 1.4.4 ist zunichst die Abbildung A(-; k,w,£) sowohl y;- als auch 73 -
quasibeschrinkt beziiglich w, mit 7; und 72 wie in (¢). Beachtet man nun die fiir beliebige & € Z
giiltige Identitit

7R IIAKR; 0,05, )| lowww = YY" FHE|A(K + K3 5,0, ) oy »

die eine unmittelbare Konsequenz aus Lemma 3.2.1(b) ist, so folgt sofort die v - und die 75 -

Quasibeschrénktheit der Abbildung A(+;0,8,w, £) beziiglich few, d.h. es gilt (0,£) € 8" (B w).
Dies liefert schliefilich die Identitdt

549 (5,0, £57) = (€4, €77) = 87(0, 00, £'7)
d.h. (3.8) ist in der Tat erfiillt. ' &

Bemerkung 3.2.4 Bezeichnet 77 die zu Si’j(w) gehorende Abbildung aus Bemerkung 1.4.5,
so liefert die Definition N N

™(w,§) := #7(0,w,¢)
fiir beliebige w € @ und £ € R% x ... x R% (und 7°9(w, &) := 0 fiir w ¢ ) unmittelbar die
folgende alternative Darstellung der zufélligen invarianten Mannigfaltigkeit S$*7(w):

SH(w) = {r(w,€): £ e R¥ x ... x R%},
fiir beliebige w € Q. a

Der soeben bewiesene Satz 3.2.3 zeigt, dafl auch bei den diskreten zufilligen dynamischen Sy-
stemen die zufélligen invarianten Unterrdume F;(w) eine kleine nichtlineare Stérung iiberleben
— und zwar als zufillige invariante Mannigfaltigkeiten S**(w). In Anlehnung an die Termino-
logie des Satzes 3.1.3 werden deshalb die zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten S*(w) auch
Oseledets-Mannigfaltigkeiten genannt. Ebenso wie die Oseledets-Riume erzeugen aber auch die
direkten Summen
E;(w) b...0 Ej(w)

nichtlineare Analoga, nimlich die zufilligen invarianten Faserbiindel $*’(w). Dieses Ergebnis
wurde bereits vor einigen Jahren von DAHLKE [15] fiir den C'-Fall bewiesen.

Wie schon im letzten Abschnitt erwdhnt wurde, sind die zufilligen dynamischen Systeme eine
Verallgemeinerung der deterministischen dynamischen Systeme — man betrachtet dazu einfach
eine von w unabhingige Abbildung ¢. Wendet man auf eine derartige Abbildung den obigen
Satz 3.2.3 an, wobei man () als einpunktige Menge definiert mit 6, := idg fiir beliebige k € Z,
so erhdlt man (ebenfalls von w unabhingige) invariante Mannigfaltigkeiten fiir das betrachtete
dynamische System ¢ — und reproduziert somit bekannte Ergebnisse, wie sie etwa in dem Buch
von IRWIN [27] gefunden werden kénnen. In Anlehnung an diese deterministische Situation sollen
noch die folgenden, auf KELLEY [28] zuriickgehenden Bezeichnungen eingefiihrt werden. Seien
dazu p >3 und 1 < ¢ < p so, daB A; = 0 gilt. Dann nennt man

S<}(w) instabile zufillige Mannigfaltigkeit,
SSi(w)  zentral-instabile zufillige Mannigfaltigkeit,
S i"(w) zufillige Zentrumsmannigfaltigkeit,
S82i(w) zentral-stabile zufillige Mannigfaltigkeit,
S >"(a.‘v) stabile zufillige Mannigfaltigkeit,
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wobei abkiirzend wieder $<¢(w) := S }(w),..., gesetzt wurde. In den iibrigen Fillen (et-
wa im hyperbolischen Fall) werden ganz analoge Bezeichnungen verwendet. Dabei treten dann
natiirlich nicht mehr alle fiinf klassischen zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten auf. Die
Existenz zufélliger Zentrumsmannigfaltigkeiten wurde bereits in BOXLER [12] gezeigt.

Bekanntlich sind im deterministischen Fall die Bezeichnungen “stabil” beziehungsweise “in-
stabil” auf die Tatsache zuriickzufiihren, daf§ die in der stabilen (beziehungsweise instabilen)
Mannigfaltigkeit verlaufenden Orbits fiir k¥ — oo (beziehungsweise k — —00) exponentiell gegen
0 konvergieren — und unter Beachtung des Lemmas 3.1.8 erkennt man sofort, da§ sich dies
auf den Fall zufilliger dynamischer Systeme iibertrigt. Des weiteren liefert der Beweis dieses
Lemmas unter Verwendung des Korollars 1.4.6 auch Aussagen zum Wachstumsverhalten eines
w-Orbits ¢(-,w, &), der in der zufilligen invarianten Mannigfaltigkeit S*/(w) verlduft. Es gelten
némlich fiir beliebige 7; > o~ + 6 und 0 < 7; < a4+ — § die Ungleichungen

1 .o . .
Sllel -3 <lle(k,w, Ol < ClIENl- 95 fiir beliebige k>0,

und ferner

1 .
Gl < llek,w, I < ClIgNl- 75 fir beliebige k<0,

mit einer Konstanten C' > 1, die zwar von w, L, é, p, 71 und 73, nicht aber von £ abhingt.
Fiir den Fall, daf# die zufillige invariante Mannigfaltigkeit $*’(w) in der stabilen zufilligen
Mannigfaltigkeit enthalten ist, d.h. fiir 0 > A; > Aj, sind diese Ungleichungen in Abbildung 3.6
veranschaulicht.

. lle(k,w, )|
. o ClIElvg
. \\\\
° \\\
o \\\\
. - el
e . S
el ¢ 11€]] el C”&”'Y{c
\‘\“~~‘§‘_ . . “‘~~__~\‘~-
Al S LT
Y L
Mgt T
| k

Abbildung 3.6: Wachstumsverhalten von ¢(-,w, ) in der stabilen zufilligen Mannigfaltigkeit

~ Die obigen Abschitzungen zeigen auch, daff w-Orbits, die in einer Oseledets-Mannigfaltigkeit
S"(w) mit A; < 0 verlaufen, fir ¥ — oo langsamer gegen 0 konvergieren als solche, die in der
Oseledets-Mannigfaltigkeit S*+1#+!(w) liegen. Was aber 1ift sich iiber die Orbits aussagen, die
zwar in 8***1(w), jedoch auflerhalb der eben genannten Oseledets-Mannigfaltigkeiten verlau-
fen? Betrachtet man dazu das in Abbildung 3.7 skizzierte Phasenportrait der deterministischen
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Abbildung 3.7: Losungsverhalten eines deterministischen linearen Beispiels

linearen Differenzengleichung

e = aa
k+1 = 5Tk

=1
Ye+1 = 4'!/k

so liegt die Vermutung nahe, daf sich derartige Orbits der zufélligen invarianten Mannigfaltigkeit
S (w) “tangential” anndhern. Wie der nichste Satz zeigt, trifft dies tatsichlich zu.

Satz 3.2.5 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (Q, F, P, (0k)kez), so-
wie dariber ein stetiges diskretes zufilliges dynamisches System ¢ auf dem RY, mit Fizpunkt 0.
Dariber hinaus ezistiere ein lineares diskretes zufélliges dynamisches System ®, so daff mit

plk,w,z) = ®(k,w)z + ¥(k,w,z)

die Voraussetzungen (D1) und (D2) erfillt sind. Dann gibt es zu jedemi € {1,...,p—1} mefbare
Abbildungen PSH, P> : Q x RY — R4, so dap fiir beliebige w € ) folgendes gilt:

(a) Die Abbildungen P<i(w):= PSi(w,-): RY —» RY und P>(w) := P> (w,-): R? — R4 sind
stetig mit P<H(w)0 = P> (w)0 = 0 und erfiillen die Identitdten
PYWR?Y = SS(w),
PR = 8> (w).

(b) Die zufilligen Abbildungen P<i(w) und P>i(w) bilden w-Orbits von ¢ wieder auf w-Orbits
von ¢ ab, d.h. es gilt

P (0w)p(k,w,€) = plk,w, PY(w)E),
P (0w)p(k,w,€) = p(k,w, Pw)E),

fiir beliebige k € Z und £ € R,
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(c) Fir beliebiges & € S<'(w) ist das Urbild PSi(w)~'(&) C RY der Graph einer global
Lipschitz-stetigen Abbildung, deren Lipschitzkonstante fir L — 0 gegen 0 konvergiert. Des
weiteren erhdlt man die dynamische Charakterisierung

PSHw) &) = {€ € RY: (-, w, &) — (-, w, &) ist yT-quasibeschrdnkt beziglich w} ,
fiir beliebiges v € [aiy1,— + 8, @i + — 6]. Insbesondere gilt also P<i(w)&o = &o, sowie
PS(w)7H0) = 8> (w) .

Fiir beliebiges o € 8> (w) ist das Urbild P>*(w)~!(no) C RY ebenfalls der Graph einer glo-
bal Lipschitz-stetigen Abbildung, deren Lipschitzkonstante fir L — 0 gegen 0 konvergiert,
und man erhdlt die dynamische Charakterisierung

P> (W) Y(mo) = {n € R?: o(-,w,n) — @(+,w, o) ist 7~ -quasibeschrinkt beziiglich w}
fiir beliebiges v € [aiy1,— + 6, ; 4 — 6]. Insbesondere erhdlt man P>*(w)no = no und
P> (w)7(0) = 8% (w) .
(d) Fiir beliebige ¢ € RY\ §>%(w) und n € R?\ $S¥(w) gelten die Abschitzungen

||PSH (Brw)p(k,w, €) — p(k,w, €|
||P>i(0kw)¢(k,w, "’) - (,o(k,w, 77)”

EL) -85 - llp(k,w, 6l fir k20,

<
< K@ .8 |lpk,w,n)l| fir k<0,

mit gewissen Zahlen 0 < 31 < 1 < B3, sowie Konstanten K c(vlt)f > 0 und I 5,2,2, >0.

Beweis: Sei ¢ € {1,...,p—1} beliebig, aber fest. Ersetzt man in Lemma 1.5.1 und Satz 1.5.3 die
Menge Q durch Q und beachtet (D1) sowie (D2), so erfiillt die ¢ erzeugende Differenzengleichung
(3.6) alle in den beiden Ergebnissen genannten Voraussetzungen — und PS¢ beziehungsweise
P>i seien die von Satz 1.5.3 garantierten Abbildungen. Definiert man dann die Abbildungen
PZi und P> mittels

PSi(w) = PS(0,w,) und P>(w):= P> (0,w,),

fiir beliebige w € (1, und setzt diese Definitionen meBbar auf ganz Q fort, so folgen die Behaup-
tungen in (a) und (c) leicht aus Lemma 1.5.1 und aus dem Beweis des Satzes 1.5.3. Zum Beweis
von (b) geniigt es, die beiden Identititen

PSi(k,w,6) = PS(0,0w,6) und  P”i(k,w,£) = P>(0,0w,¢) (3.9)

fiir beliebige k € Z, w € Q und ¢ € R? nachzupriifen — denn dann folgen die geforderten Ei-
genschaften von P<*(w) und P>(w) unmittelbar aus Satz 1.5.3(a), (ii) beziehungsweise (b), (ii).
Seien also k € Z, w €  und £ € R beliebig, aber fest, und A bezeichne wieder die allgemeine
Lésung von (3.6). Gema# Satz 1.5.3(a) ist £* := PSi(k,w, £) der eindeutig bestimmte Punkt des

RY mit (s,£*) € :S‘S'(w), fiir den die Differenz

A(a K,Ww, E) - A(’ K”w’é*)
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y+-quasibeschrinkt beziiglich w ist, fiir jedes v € [@ip1,— + &, a, + — 6]". Wie im Beweis des

Satzes 3.2.3 erhilt man nun aber sofort die Inklusion (0,£*) € 35 "(8xw), wie auch die Tatsache,
daf} die Differenz
A('; 0, 0&""7 5) - ’\(’ 0,0K.w’ 6*)

y*-quasibeschrinkt beziiglich ,w ist, fiir ¥ wie oben. Eine nochmalige Anwendung der Charak-
terisierung aus Satz 1.5.3 (a) liefert schliefllich die gewiinschte Identitat

PSi(k,0,6) = € = PSH(0,600,6) .

Vollig analog zeigt man die entsprechende Aussage fiir ?>‘. .
Was die erste Abschitzung in (d) angeht, seien w €  und ¢ € R?\ $>*(w) beliebig gewahlt.
Definiert man dann abkiirzend

Bi= 90('7“’76) und  v:= PS’(ow)/‘l‘() = w(;,w7PSi(w)£) ’

so verlauft v in der zufilligen invarianten Mannigfaltigkeit S<*(w) und es gilt u(k) # 0, v(k) # 0
fiir beliebige k € Z. Gemifl Korollar 1.4.6 geniigt v der Abschitzung

§—2L -
(k) o 2 5= ”||u(0)||w -y fir beliebige k>0,

mit 71 := o+ — 6, und die Differenz pu — v erfiillt wegen (¢) die Ungleichung
|lv(k) — p(k)|loww < KL ¢-75  fiir beliebige k>0,
mit einer Konstanten K;’f > 0 und 77 := @jy1,—- + 6 < ¥1. Sei nun € > 0 so klein, daf

eZe
P = 12 €(0,1)
B!

gilt. Unter Verwendung von Satz 3.1.5(b) liefern dann die beiden obigen Abschitzungen fiir
beliebige k£ > 0 die Ungleichungskette

[lv(k) — u(k)|
(Rl

2 () = u(R)llge
By e~

B(w)K.,, [e*y,\"
( )~k BE.

SR v (O)Hw g

IN

Wegen (; € (0,1) gibt es ein ko € INg, so daB fiir alle k¥ > ko die Abschitzung

()| = [ls(R)I| < [lv(k) — p(k)]| < %HV(’C)II ;

und damit 1
(R > S llv(k)I|

"Dabei sei 8 S'(w) wieder das von Lemma 1.4.2 garantierte zufillige invariante Faserbiindel fiir die Differen-
zengleichung (3.6).
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erfiillt ist. Insgesamt erhilt man also fiir beliebige k£ > ko die Ungleichung

(k) = w _ 98) = b o e
O S Tl 2Xee P

und daraus folgt schliefllich

llv(k) — wk)Il k%) gt

k(oI v
fiir beliebige k¥ > 0 mit einer Konstanten K} > 0. Analog 1a8t sich auch die noch fehlende
zweite Ungleichung in (d) herleiten. Damit ist dann alles gezeigt. <

Bemerkung 3.2.6 Die Aussage (a) des Satzes 3.2.5 1a8it sich noch etwas verfeinern. Seien dazu
1<i<€<j<pmit(s,5)# (1,p) und £ < p beliebig, und sei p := ¢(+,w, ) ein w-Orbit von ¢,
der in der zufilligen invarianten Mannigfaltigkeit S*#(w) verlauft. Definiert man dann fiir k € Z
die Abbildung v mittels

v(k) := P=(Bw)u(k) ,

so liefert Satz 3.2.5 zunichst die folgenden Aussagen:

e v ist ein w-Orbit von ¢, der in der zufilligen invarianten Mannigfaltigkeit S¢(w) verlauft,
d.h. v ist v, -quasibeschrankt beziiglich w, fiir beliebiges v3 € [ag41,— + 6, 0,4 — 6].

e Die Differenz p — v ist 75 -quasibeschrinkt beziiglich w, mit 7, wie eben — und damit
natiirlich erst recht 'yi" -quasibeschrinkt beziiglich w fiir beliebiges 71 > oj,— + 6.

Beachtet man nun noch, daf x als in S*/(w) verlaufender w-Orbit angenommen wurde, so erhilt
man ferner:

o p ist y;t-quasibeschrankt, mit ; wie eben.

Damit ist aber auch v = pu — (p — v) eine 7; -quasibeschrinkte Abbildung beziiglich w, fiir
jede Wahl von 73 > a;_ + 6 — liegt also gemdB Satz 3.2.3 sogar in der zufilligen invari-
anten Mannigfaltigkeit $*(w). Unter Anwendung der wegen Satz 3.2.5(c) giiltigen Identitét
Pt(w)| 8w = id S%w) folgt schlieflich die Beziehung

PYW)SH (w) = 8 (w)

fiir beliebige w € Q und 1 < ¢ < £ < j < p mit £ < p. Véllig analog 148t sich auch die Giiltigkeit
von

P> (w)8M (w) = $Y(w)

fiir beliebige w € Q und 1 < i < £ < j < p mit £ > 1 beweisen. a

Mit Satz 3.2.5(d) und Bemerkung 3.2.6 kann nun leicht die zuvor aufgeworfene Frage beantwortet
werden. Ist nimlich ¢(-,w, £) ein in $*/(w) mit i < j verlaufender w-Orbit, der nicht in S17(w)
liegt, fiir ein 7 < £ < 7, so gilt wegen

dist(p(k,w, £), 8" (Orw)) < || P (Brw)p(k,w, €) — p(k,w, E)|
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SHLI (0, w) SH1I(6,,w)
7 90("‘;2, W, 6)
(P(K:law$ 6)\\ /"’
| / 5+ (B,
Si’l(onx“’)
~__
P(K2, 0, w)

Abbildung 3.8: Zur asymptotischen Anniherung an S*4(w)

offensichtlich die Beziehung

 dist(p(k,w,£), S (Bw))
i, (e, w0, Ol -

d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert ein k € INo, so daf fiir beliebige k£ > » die Ungleichung

dist(p(k,w, ), S (rw)) < € - ||p(k,w, E)|

erfiillt ist. Speziell fiir limg_, o0 ¢(k,w, &) = 0 — wie es etwa fiir A; < 0 der Fall ist — bedeutet das
aber gerade, daB sich der w-Orbit ¢(-,w, €) der zufilligen invarianten Mannigfaltigkeit S**(w) fiir
k — oo “tangential” anndhert (man vergleiche dazu auch Abbildung 3.8%). Analoge Aussagen
erhdlt man fiir das asymptotische Verhalten von w-Orbits, die fiir £ — —oo gegen 0 konvergieren.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes sollen noch die Sitze von Hartman-Grobman fiir diskrete
zuféllige dynamische Systeme angegeben werden. Zunéchst wird der hyperbolische Fall behan-
delt.

0,

Satz 3.2.7 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (2, F, TP, (0k)kez), so-
wie dariber ein stetiges diskretes zufilliges dynamisches System ¢ auf dem RY, mit Fizpunkt 0.
Dariber hinaus ezistiere ein lineares diskretes zufilliges dynamisches System ®, so daff mit

p(k,w,z) = &(k,w)z + ¥(k,w, )

die Voraussetzungen (D1) und (D2) erfillt sind. Ist dann ® hyperbolisch, d.h. sind alle Lyapunov-
Ezponenten von 0 verschieden, so eristiert eine mefbare Abbildung h : Q@ x R — R? mit
folgenden Eigenschaften:

(a) Fir beliebiges w € Q ist die Abbildung h(w) := h(w,-) ein Homéomorphismus auf dem R4
mit h(w)0 = 0, und die Abbildung h(-)~1(:) : @ x RY — R? ist mefbar.

8Mit den Bezeichnungen von oben gelten in Abbildung 3.8 die Beziehungen ¢ =  und k2 > k1 > &. Die beiden
Kreise besitzen die Radien ¢ - ||¢(k1, w, £)|| beziechungsweise ¢ - ||¢(r2,w, £)||.



130 KAPITEL 3. ZUFALLIGE DYNAMISCHE SYSTEME

(b) Fir jedes w € Q bildet die Abbildung h(w) beliebige w-Orbits von ¢ auf entsprechende
w-Orbits des linearen zufilligen dynamischen Systems ® ab, d.h. es gilt

o(k,w, &) = h(rw) 1@ (k,w)h(w)é

fiir beliebige k € Z und ¢ € RY.

(c) Fir beliebige w € Sj'l.und 1 <1 < j < p bildet die Abbildung h(w) die zufillige invariante
Mannigfaltigkeit S*?(w) auf die direkte Summe E{(w)® ... Ej(w) ab.

Im hyperbolischen Fall sind also das nichtlineare zufillige dynamische System ¢ und das lineare
zufédllige dynamische System ® topologisch dquivalent.

S (w) 8> (Grw)

W€ o(k,w) . p(k,w,&)

S (Grw)

> h(w) ) h(frw)~!

E,’+1(w) ®...0 Ep(w) .E,’+1(0k(.0) b...5 Ep(Okw)
< h(w)E B(k,w) - &(k,w)h(w)€
—
Ey(w)®...® Eij(w) : Ei(iw) @ ... Ei(Orw)

Abbildung 3.9: Der Satz von Hartman-Grobman fiir diskrete zufallige dynamische Systeme

Beweis: Zum Beweis des Satzes mufl man nur Satz 1.7.5 auf die Differenzengleichung (3.6)
anwenden, wieder mit 2 an Stelle von 2. Ist dann H die Abbildung aus Satz 1.7.5, so liefert die
Definition

idga fir wgQ

einen zufélligen Homéomorphismus, der (@) und (c) erfiillt. Was den noch fehlenden Beweis von
(b) angeht, so kann man wie im Beweis von Satz 3.2.5(b) fiir H eine Beziehung der Form (3.9)
herleiten, indem man entsprechende Beziehungen fiir die Abbildung F aus Satz 1.6.3 und die
Abbildungen H* aus Lemma 1.7.3 zeigt. o

h(w):={f1(0,w,-) fir we

Die Aussagen (b) und (c) des obigen Satzes sind in Abbildung 3.9 veranschaulicht. Dabei wer-
den aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur die beiden zufilligen invarianten Mannigfaltigkeiten
S¥(w) und 8>(w) dargestellt — zusammen mit den entsprechenden zufilligen linearen Un-
terrdumen E;(w) @ ...® E;(w) bezichungsweise E;11(w) @ ... Ep(w).
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Im noch fehlenden nicht hyperbolischen Fall erreicht man im allgemeinen wieder nur eine
teilweise Linearisierung des gegebenen diskreten zufilligen dynamischen Systems ¢.

Satz 8.2.8 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (Q, F, P, (0k)kez), so-
wie dariber ein stetiges diskretes zufélliges dynamisches System ¢ auf dem IR9, mit Fizpunkt 0.
Dariber hinaus existiere ein lineares diskretes zufilliges dynamisches System ®, so daff mit

o(k,w,z) = ®(k,w)z + ¥(k,w,z)

die Voraussetzungen (D1) und (D2) erfillt sind. Gibt es dann ein i € {1,...,p} mit A\; = 0,
d.h. ist das lineare zufillige dynamische System ® nicht hyperbolisch, so existiert eine mefbare
Abbildung h : Q x R? — R? mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir beliebiges w € Q ist die Abbildung h(w) := h(w,-) ein Homéomorphismus auf dem R4
mit h(w)0 = 0, und die Abbildung h(-)~1(-) : @ x R? — R? ist mefbar.

(b) Fir jedes w € Q bildet die Abbildung h(w) beliebige w-Orbits von ¢ auf entsprechende w-
Orbits des zufilligen dynamischen Systems ¢*(k,w,§) := &(k,w)é + ¥*(k,w,§) ab, wobei
die neue Nichtlinearitit ¥* durch

*(k,w,£) :=(0,...,0, ¥i(k,w, 7 (w,£)),0,...,0)
i-te Stelle

definiert wird, unter Verwendung der Abbildung 7% aus Bemerkung 3.2.4. Mit anderen
Worten: Es gilt

o(k,w, ) = h(rw) " ¢" (k, w, h(w)¢)

fiir beliebige k € T und ¢ € R4,

(c) Fiir beliebige w € Q und 1 < ¢ < j < p bildet die Abbildung h(w) die zuféillige invariante
Mannigfaltigkeit ' (w) auf die direkte Summe Ej(w)® ... E;(w) ab.

Im nicht hyperbolischen Fall sind also das nichtlineare zuféllige dynamische System ¢ und das
entkoppelte, teilweise lineare zufillige dynamische System ¢* topologisch dquivalent.

Beweis: Der Beweis kann analog zum Beweis des Satzes 3.2.7 gefiihrt werden — diesmal ver-
wendet man jedoch Satz 1.7.7 an Stelle von Satz 1.7.5. Wegen der speziellen Struktur der neuen
Nichtlinearitit ¥* sind die Oseledets-Riume E;(w) auch invariant beziiglich ¢*.

Zu zeigen ist noch, daB ¢* tatsidchlich wieder ein zufilliges dynamisches System ist. Dazu
muf} aber offensichtlich nur die Kozykeleigenschaft der i-ten Komponente ¢} auf Z x Q x R%
nachgewiesen werden. Seien also m,n € Z, w € Q und & € R% beliebig, aber fest. Setzt man
abkiirzend

£ = pi(m,w, &) und &:=0pw,

so liefert die Invarianz von S**(w) unter Beachtung von

pi(m,w, T (W, €)) = Bi(m,w)E" + Ti(m,w, 1w, £')) = ¢(m,w,€')
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zunichst
p(m,w, 7w, ) = T (I, pi(m,w, 7w, €))) =
= 7 (0w, gi(m,w, ")) =
— Wl,l(d), 51) ,
und weiter

T (0, ¢} (m, 0, €')) =

T(8n, #5(1, O, (m,w, €))) =

(- i (n, 0w, ¢f(m,w,§i)z, ol (3.10)
i-te Stelle

o(n, &, (@, £))

Andererseits impliziert die Kozykeleigenschaft von ¢ die Identitét

o(n, o, ”i'i(“:’a éz)) = <p(n,0mw,(p(n?,,.w,ﬂifi(w,gi))) =
= ¢(n+mw,mw,{)) =
= (- pi(n+ mw, 7w, E)),..) =
i-te gtelle
= (- pi(ntmw,£),...), (3.11)
i-te Stelle

und ein Vergleich der i-ten Komponenten von (3.10) und (3.11) liefert schlieflich
@i(n +m,w,€) = ¢} (1, 0mw, @F(m, 0, €)) .

Damit ist alles gezeigt. <&

Bemerkung 3.2.9 Wihrend die Komponenten ¢} mit j # 7 des in Satz 3.2.8 auftauchen-
den entkoppelten zufilligen dynamischen Systems ¢* linear sind, beschreibt die verbleibende
nichtlineare Komponente ¢} gerade das Verhalten des zufilligen dynamischen Systems ¢ auf
der zufslligen invarianten Mannigfaltigkeit S**(w), d.h. auf der zufilligen Zentrumsmannigfal-
tigkeit. Diese Aussage 1d88t sich dem obigen Beweis des Satzes 3.2.8 leicht entnehmen. a

Mit Satz 3.2.8 sind die Untersuchungen der diskreten zufélligen dynamischen Systeme vorerst
abgeschlossen. Es hat sich gezeigt, da — vollig analog zum deterministischen Fall — auch
im zufélligen Fall das Verhalten einer hinreichend kleinen nichtlinearen Storung eines linearen
zufilligen dynamischen Systems ® im wesentlichen durch das Verhalten von & bestimmt wird.
Die Tatsache, da8 dabei globale Ergebnisse hergeleitet werden konnten, deutet jedoch bereits
darauf hin, daf§ die Bedingung (D2) duflerst einschrankend ist. In Abschnitt 3.4 wird gezeigt wer-
den, wie man dennoch zu Ergebnissen kommt, die fiir eine grofie Klasse von diskreten zufélligen
dynamischen Systemen gelten. Diese Ergebnisse werden dann natiirlich von lokaler Natur sein.
Zuvor sollen aber im nichsten Abschnitt die kontinuierlichen zufélligen dynamischen Systeme
behandelt werden.
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3.3 Kontinuierliche zufillige dynamische Systeme

Nachdem im letzten Abschnitt die Ergebnisse des ersten Kapitels so erfolgreich auf diskre-
te zufillige dynamische Systeme angewandt werden konnten, wird man jetzt natiirlich daran
gehen, die Ergebnisse des zweiten Kapitels auf kontinuierliche zufillige dynamische Systeme
anzuwenden. Bedient man sich dabei der Vorgehensweise des Abschnittes 3.2, so ist zunéchst
einmal der Zusammenhang zwischen den zufélligen Differentialgleichungen und den kontinuier-
lichen zufilligen dynamischen Systemen herzustellen. Es iiberrascht sicher nur wenig, da§ auch
im kontinuierlichen Fall eine spezielle Klasse nichtautonomer zufilliger Differentialgleichungen
zufillige dynamische Systeme erzeugt, und zwar Gleichungen der Form

&= f(bw,z), (3.12)

wobei die meBbare Abbildung f : @ x R? — R? gewissen Bedingungen geniigen muB. (Ein
Beweis dieser Aussage findet sich in ARNOLD [2, Theorem 2.13].) Wendet man nun die Ergebnisse
des letzten Kapitels auf derartige Differentialgleichungen an, so 1dfit sich wie in Abschnitt 3.2
zeigen, daf alle auftretenden Objekte — d.h. die zufélligen invarianten Mannigfaltigkeiten, die
zufilligen Familien von Homéomorphismen, usw. .. — nicht von ¢ und w, sondern nur von f,w
abhingen, und man erhilt Resultate, die sich von denen des letzten Abschnittes im wesentlichen
nur dadurch unterscheiden, daff die Zeitmenge Z durch die Zeitmenge R ersetzt wird. Damit
koénnte man diesen Abschnitt eigentlich abschlieflen. . .

Leider wiirden durch eine derartige Vorgehensweise viele interessante kontinuierliche zufalli-
ge dynamische Systeme aufler acht gelassen werden. Wihrend es nimlich im deterministischen
Fall nur eine wichtige Art von infinitesimalen Erzeugern fiir dynamische Systeme gibt — und
zwar autonome Differentialgleichungen — existieren im Fall der zufilligen dynamischen Systeme
gleich zwei Arten: Nichtautonome zufillige Differentialgleichungen der Form (3.12), sowie au-
tonome stochastische Differentialgleichungen. (Nheres dazu kann man in ARNOLD [2, Section
2.2, 2.3], ARNOLD, CRAUEL [4] und BOXLER [12] nachlesen.) Die Behandlung dieser stocha-
stischen Differentialgleichungen ist jedoch nicht ganz unproblematisch. Der Grund dafiir ist,
daB beim Versuch der Ubertragung der Beweistechniken des zweiten Kapitels Objekte entste-
hen (sogenannte “nicht-adaptierte stochastische Prozesse”), die im Rahmen der existierenden
stochastischen Integrationstheorie, wie sie etwa in GIHMAN, SKOROHOD [16] oder KuNITA [31]
enthalten ist, nicht weiterverarbeitet werden kénnen®.

Um trotzdem auch fiir zufillige dynamische Systeme, die von gewissen stochastischen Diffe-
rentialgleichungen erzeugt werden, Ergebnisse wie in Abschnitt 3.2 zu erhalten, soll im folgenden
ein anderer Weg beschritten werden. In Anlehnung an IRWIN [27, p. 118] wird im vorliegenden
Abschnitt der Fall der kontinuierlichen zufilligen dynamischen Systeme direkt auf den bereits
behandelten diskreten Fall zuriickgefiihrt©.

Sei dazu ein ergodisches metrisches dynamisches System (R, F,P,(0:):cr) gegeben, sowie
dariiber ein mefibares kontinuierliches zufilliges dynamisches System ¢ auf dem R¢ mit Fixpunkt
0, d.h. es gelte ¢(t,w,0) = 0 fiir alle t € R und w € Q. Weiter sei ® ein meflbares lineares
kontinuierliches zufilliges dynamisches System auf dem R? iiber (Q, F, P, (6;)icr), fiir das die

°An der Beseitigung dieses Mifistandes wird seit einiger Zeit gearbeitet, und die bislang von ARNOLD und
IMKELLER [5] erhaltenen Ergebnisse deuten an, dafl eine zufriedenstellende Losung durchaus méglich ist.

1%Djes ist auch der Grund dafiir, da$f in Definition 3.1.7 der Begriff der Quasibeschranktheit fiir T = IR unter
Verwendung der Abbildung +* definiert wurde — und nicht mittels der Abbildung e¢”* aus Definition 2.2.1.
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Aussagen der Sétze 3.1.3 und 3.1.5 gelten, und der “nichtlineare” Anteil ¥ von ¢ sei durch

o(t,w,z)=: ®(t,w)z+ ¥(t,w,z) (3.13)

definiert. Die Bedingungen, denen das zufillige dynamische System ¢ im folgenden geniigen
muf, werden wie in Abschnitt 3.2 getrennt fiir den linearen Anteil & und den nichtlinearen
Anteil ¥ formuliert. Zunichst zum linearen Anteil.

(K1) Das lineare zufillige dynamische System & sei in Blockdiagonalgestalt, d.h. es gelte

‘I>1(t,w) 0

@(t,w) _ ¢2(t,w) . ,

0 ®,(t,w)

beziiglich der Zerlegung R® = R% x ... x R%. Dabei sollen fiir & alle Aussagen des Satzes
3.1.9 gelten, d.h. der Lyapunov-Ezponent \; besitzt gerade die Vielfachheit d;, der i-te
Oseledets-Raum ist gegeben durch

Ei(w)= {0} x...x {0} x R% x {0} x ... x {0} c R?,

firi=1,...,p, und es gibt eine zufillige Norm || - || auf dem R?, so daf die Aussagen
des Satzes 3.1.5 erfiillt sind.

Wie im Anschluf§ an die Voraussetzung (D1) im letzten Abschnitt induziert die zuféllige Norm
||| zufllige Normen auf den Riumen R% fiir i = 1,...,p. Wahlt man jetzt die Konstante a > 0
so, dafl die Intervalle [A\; — a,; +a], ¢ = 1,...,p, disjunkt sind, und fordert im hyperbolischen
Fall wieder

0¢[Mi—a,A\i+a] fir i=1,...,p,

dann erhilt man mit

Aice und g _:=e

a4 i=e€
fir ¢ = 1,...,p zunichst
00> Q- >4 >0 >...> Q14 >0 >apy >0,
und Satz 3.1.5(c) impliziert die beiden Abschdtzungen
12i(t, w)||wpw < af’_l_ firalle t<0,
[|@:i(t,w)||wow < of_ firalle t>0, (3.14)

1,—

mit ¢ € R und w € Q. Ferner sei wieder eine positive Konstante § mit

. a — Q9 _ Op— — Qp —
0<5<m1n{1’;2—2’—,...,%,ap,+}

beliebig gewihlt, wobei im hyperbolischen Fall dariiber hinaus noch

1€ (aj+ — 6,05 +6) fir i=1,...,p
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gelte. Schlieflich wird im folgenden die zufillige Norm || - ||, auf dem R aus (K1) durch die
dquivalente Norm
llzllo = ll(z", ..., 2")llw = llz*llo + . .. + (|27l

ersetzt, wobei z = (21,...,2P) € R% x ... x R% = R beliebig ist.
Zu guter Letzt sollen noch die Bedingungen an den nichtlinearen Anteil ¥ in (3.13) angegeben
werden.

(K2) Fiir beliebigei =1,...,p, t € [0,1], w € Q und ,% € RY seien, unter Verwendung von
U= (¥,...,%) : RxQxR > RY x...x R¥,

die Abschdtzungen :
1%i(t,w, z) — ¥i(t,w, )lloww < Ll — 2|

erfillt, mit 0 < L < L* (wobei L* wieder wie in Satz 1.7.5 gewdhlt wird), sowie ferner
||‘I’£(t,w,$)||o,w < M )
mit einer reellen Konstanten M > 0.

Nachdem nun die Voraussetzungen spezifiziert sind, denen das mefbare kontinuierliche zuféllige
dynamische System ¢ (vermoge der Zerlegung (3.13)) geniigen soll, wird zunichst Satz 3.2.3 auf
den kontinuierlichen Fall iibertragen.

Satz 3.3.1 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (2, F, P, (0:)ier), so-
wie dariber ein mefbares kontinuierliches zufilliges dynamisches System ¢ auf dem RY, mit
Fizpunkt 0. Dariiber hinaus ezistiere ein mefbares lineares kontinuierliches zufilliges dynami-
sches System ®, so daff mit

o(t,w,z) = ®(t,w)r + ¥(t,w, )

die Voraussetzungen (K1) und (K2) erfiillt sind. Dann gibt es zu jeder Wahl von 1 <i< j<p
mit (i,5) # (1,p) eine zufillige Mannigfaltigkeit S (w) C R? mit folgenden Eigenschaften:

(a) Die zufillige Mannigfaltigkeit S*I(w) laft sich schreiben als
SW(w)={z e R?: (z<,2>7) = s"(w,2'SY)}
mit einer mefbaren Abbildung
ST xR x ... xRY% » R® x...x R%1 x R%+ x...x R%,

wobei die Abbildungen sJ(w,-) fir beliebige w € 0 global Lipschitz-stetig sind, und die
zugehérigen Lipschitzkonstanten fiir L — 0 ebenfalls gegen 0 konvergieren.

(b) Die zufillige Mannigfaltigkeit S*(w) ist tatsdchlich eine zuféllige invariante Mannigfal-
tigkeit, d.h. fir beliebige t € R und w € () ist die Identitit

(1, w)8" (W) = 87(gw)
erfillt.
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(c) Die zufillige invariante Mannigfaltigkeit S*(w) ldpt sich fiir beliebige w € @ dynamisch
charakterisieren als

SH(w) = {£ e R?: (-, w, £) ist 71 - und v; -quasibeschrankt beziglich w} ,

wobei

c [a1,- + 6,00) fir i=1
MEN [ai- + 6,004 — 6] fir i>1

und
s € [ej41,- + 6,054 — 6] fiir j<p
(0’ap,+ - 6] fir j=p

beliebig gewdhlt werden konnen.

Definiert man schlieflich noch SP(w) := R? fiir beliebige w € Q, so gelten die Aussagen (b)
und (c) auch fir S¥P(w).

Beweis: Wie bereits erwihnt wurde, soll der Beweis des vorliegenden Satzes auf den in Satz 3.2.3
behandelten diskreten Fall zuriickgefiihrt werden. Zum diesem Zweck betrachtet man zunichst
die Einschrinkung von ¢ auf die Menge Z x  x R?, d.h. man 148t nur ganzzahlige Zeitpunk-
te zu. Es kann leicht verifiziert werden, daB diese Einschrinkung wegen (K1) und (K2) den
Voraussetzungen (D1) und (D2) des letzten Abschnittes geniigt.

Seien nun 1 < ¢ < j < p mit (¢,7) # (1,p) beliebig, aber fest gewdhlt. Dann garantiert
der Satz 3.2.3 eine zufillige Mannigfaltigkeit $/(w) mit den in (a) enthaltenen Eigenschaften.
Ferner gilt die Identitét

o(k,w)S™(w) = 8™ (Bw) fiir beliebige ke Z,we, (3.15)
und man erhilt fiir beliebige w € € die dynamische Charakterisierung

€ €8"(w) ¢ Die Mengen {77 ¥|l(k,w,8)|lgw : k € ZF} und

{77 ¥ ek, w, )6, : k € Zy'} sind beschrinkt, (3.16)

wobei v; und 72 wie in (¢) gewéhlt werden kénnen. Es bleibt also nur noch zu zeigen, daf} die
Identitédt (3.15) fiir beliebige reelle Zeitpunkte gilt und die obige dynamische Charakterisierung
durch die in (¢) enthaltene Charakterisierung ersetzt werden kann.

Zum Nachweis der Invarianz seien w €  und ¢ € $*%(w) beliebig, aber fest gewshlt. Dann
gelten wegen (3.16) zunichst die beiden Beziehungen

) = sup{r*llelk,w, E)llow s k € T} < o0,
05,2,)5 = sup{7; *|lo(k,w,&)|lgpw : k € Zg } < 0,

mit 71 und 2 wie oben. Sei nun ¢ € [0, 1] beliebig, aber fest. Beachtet man die wegen (3.14) fiir
alle @ €  giiltige Abschitzung

Hé(t":’)”tfﬁotﬁl < 6(3) += max {011,_ ’ 1} y
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so erhilt man unter Verwendung der Kozykeleigenschaft von <,9 und der Voraussetzung (K2) fiir
beliebige k € Z$ die Ungleichungskette

”‘P(kv by, So(t’w’g))llokotw ”‘P(k +t,w, £)||0k+¢w = ”‘P(ta Orw, ‘P(k7w7 6))”0:9140 <

< ”Q(t’ okw)‘P(ka“-’,f)”(?ﬁkw + ”‘I’(t’ Orw, ‘p(kaw’ 6))||9t0kw <
< ik, w,)lloww + pLllp(k,, 6)lloyw <
< (® +pr)cly o, (3.17)
und analog fiir k € Zg
”(P(k’oW’(Ip(t’w?g))llokotw < (C(S) +pL)c£,2,)§ : 74‘: . (3.18)

Daraus folgt aber mit der in (3.16) enthaltenen dynamischen Charakterisierung sofort die In-
klusion ¢(t,w,€) € §*7(fiw), und mit (3.15) ferner

SO(T +t,w, 6) = SO(T, bw, (P(t’wag)) € Si’j(ofotw) = Si’j(o‘l"i'tw) ’
fiir beliebige 7 € Z und ¢t € [0, 1], d.h. es gilt
o(t,w,€) € 8¥(hw) fiir beliebige te R.

Wie im Beweis von Satz 3.2.3 148t sich daraus aber leicht die in () geforderte Gleichheit ableiten.
. Zum noch fehlenden Nachweis der in (c) enthaltenen dynamischen Charakterisierung von
8" (w) gentigt es offensichtlich zu zeigen, daB fiir beliebige w €  und ¢ € §*J(w) die Mengen

{ritllet,w,O)llow : t € REY  und  {777%le(t,w, €)llow : t € Ry}

beschrankt sind, mit 7v; und 4, wie oben. Dies folgt jedoch leicht aus den Abschitzungen

—(k
71 ( l+t)||(,0(k1 + t,wa £)|Iak1+‘w

IA

1
max{—, 1¢-(c® + L)c ’
{71 } ( p )“)16
_ 1
" (k2+t)||<p(k2 + t,w,€)||0k2+,w < max {% ’ 1} . (c(3) + pL)c‘(j)E ’

fiir beliebige k1 € ZJ, k; € Z~ und t € [0,1], die unmittelbare Konsequenzen aus den Unglei-
chungen (3.17) und (3.18) sind. O

An dieser Stelle kénnten analoge Bemerkungen wie im Anschluff an Satz 3.2.3 gemacht werden,
d.h. man kénnte die Oseledets-Mannigfaltigkeiten, die stabile zuféillige Mannigfaltigkeit, usw. . .,
definieren. Da dies jedoch fast wortwértlich iibernommen werden kann, soll darauf verzichtet
werden.

Dagegen soll auf die Abschitzungen fiir w-Orbits ¢(-,w,£), die in einer zufilligen invarianten
Mannigfaltigkeit S8J(w) verlaufen, noch niher eingegangen werden. Sei also ¢(-yw,§€) ein w-
Orbit, der in §*¥(w) enthalten ist. Dann zeigt der Beweis des letzten Satzes, dal die Anwendung
von Korollar 1.4.6 die beiden Abschitzungen

6—Lp
5—2Lp
6—Lp 4
§—2Lp '

Ilo(k,w, E)llow |[€llo  fiir beliebige k€ zg ’ (3.19)

Il‘P(k,OJ,g)Hka

IN

IN

[l]lo fiir beliebige k€ Zg (3.20)
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liefert, mit y1 > @i~ + 6 und 0 < 72 < @4 — 8. Beachtet man nun die wegen (3.14) und (K2)
fiir beliebige t € [0,1], w € Q und 7,7 € R giiltige Abschitzung

lle(t,w,m) — o(t,w,)lloww < || 2(8,w)n — (¢, w)illoww + || ¥(Ew, ) — ¥(t,w, Dllosw <
< 12t w)llwoewlIn = Allw + pL|In = Allw <
< (max{ay,—,1} +pL) || —llo =:
=: Cylln =1l , | (3:21)
so erhilt man zunichst fiir beliebige ¢ € [0,1] und 7 € Z die Abschitzung
”‘P(t + T’w’f)llawrw = ”()o(t’ 0rw, (P(T,w’g))”ﬂ&rw < Csp”‘P(T’w’{)llerw ’ (3'22)
und mit (3.19) und (3.20) folgt leicht

A

6-L . .
ot Ellow < Comax{y® 1} 5 Eafllello s belicbige ¢ € R,

6—Lp
6—2Lp

Diese beiden Abschitzungen implizieren mit der Identitét

[1€llw = [l(=1, B, p(t,w,€))llo_bew

wie im Beweis von Korollar 1.3.2 schliefilich

1 e . .
Evéllﬁllw < et w, E)llow < Crllélle  fiir beliebige ¢ € RF, (3.23)

lle(t,w,O)llpw < Cpmax{y;™,1} Yall€llo  fiir beliebige ¢ € Ry .

sowie
1 oo . . —
-C-'rfllfllw < lo(t,w,E)llow < Cr5lIEllw  fiir beliebige ¢ € Ry, (3.24)

mit der Konstanten C := C, - max{y;',7;%,1} - f_;zlip—p und 71, v2 wie oben. Wie im letzten
Abschnitt erhdlt man mit diesen Abschitzungen — unter Verwendung von Lemma 3.1.8 —
auch Aussagen iiber das Wachstum von ||¢(2,w, £)||.

Nach diesem Einschub soll als nichstes Satz 3.2.5 auf den kontinuierlichen Fall iibertragen
werden.

Satz 8.3.2 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (Q, F,TP,(0;)ier), so-
wie dariber ein mefbares kontinuierliches zufilliges dynamisches System ¢ auf dem R4, mit
Fizpunkt 0. Dariber hinaus ezistiere ein mefbares lineares kontinuierliches zufilliges dynami-
sches System ®, so daff mit

o(t,w,z) = ®(t,w)z + ¥(t,w, )

die Voraussetzungen (K1) und (K2) erfillt sind. Dann gibt es zu jedem ¢ € {1,...,p—1} mefbare
Abbildungen P<i, P> : Q x RY — RY, so daf fiir beliebige w € Q folgendes gilt:

(a) Die Abbildungen PSi(w):= PSi(w,-): RY — RY und P> (w) := P> (w,-): R? — R? sind
stetig mit P<H(w)0 = P>(w)0 = 0 und erfillen die Identitdten
PEWR! = §¥(w),
PPw)R? = S (w).
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(b) Die zufilligen Abbildungen PSi(w) und P> (w) bilden w-Orbits von ¢ wieder auf w-Orbits
von ¢ ab, d.h. es gilt

P (Bw)p(t,w,€) = plt,w, PY(w)E),
P> (w)p(t,w,€) = o(t,w, PP (w)E),

fiir beliebige t € R und £ € RY.

(c) Fir beliebiges &y € S<%(w) ist das Urbild PSH(w)~(&) C R? der Graph einer global
Lipschitz-stetigen Abbildung, deren Lipschitzkonstante fiir L — 0 gegen 0 konvergiert. Des
weiteren erhdlt man die dynamische Charakterisierung

P (W) &) = {€ € R? : (-, w, &) — (-, w, &) ist v+-quasibeschrinkt beziiglich w} ,
fiir beliebiges v € [0tip1,— + 8, ; 4 — 6]. Insbesondere gilt also P<i(w)éy = &, sowie
PS(w)7H0) = 8>i(w) .

Fiir beliebiges no € S>*(w) ist das Urbild P>*(w)~Y(no) C R? ebenfalls der Graph einer glo-
bal Lipschitz-stetigen Abbildung, deren Lipschitzkonstante fir L — 0 gegen 0 konvergiert,
und man erhdlt die dynamische Charakterisierung

P> (w) (o) = {n € R?: ¢(-,w,n) — ¢(-,w,0) ist 7~ -quasibeschrinkt beziglich w} ,
fiir beliebiges ¥ € [ai41,— + 6, ; 4 — 6]. Insbesondere erhdlt man P>(w)no = no und
P> (w)71(0) = 8Si(w) .
(d) Fiir beliebige £ € R%\ 8> (w) und n € R?\ S (w) gelten die Abschitzungen
1P (6)e(t,0,6) = plt, 0, Ol < ESY- 65 -lle(tw, 6l fir te RS,
||P>'(0tb.J)(,0(t,w, 77) - (P(t,wa 77)” th)?r)') * ﬁ; : Il‘p(t’w, 77)” fﬁ?" te IR{T ’

mit gewissen Zahlen 0 < f; < 1 < B3, sowie Konstanten K Sg >0 und K, S‘:z, > 0.

IN A

Beweis: Auch dieser Beweis wird durch Anwendung des entsprechenden diskreten Ergebnisses
gefiihrt. Betrachtet man also wieder die Einschrinkung von ¢ auf die Menge Z x © x R4, so
implizieren die Voraussetzungen (K1) und (K2) die Giiltigkeit von (D1) und (D2) aus Abschnitt
3.2. Damit 148t sich Satz 3.2.5 anwenden und liefert fiir beliebiges ¢ € {1,...,p — 1} zwei
Abbildungen P<* und P>* — und es wird sich gleich zeigen, daff genau diese beiden Abbildungen
bereits alle in Satz 3.3.2 geforderten Eigenschaften besitzen. Aus Symmetriegriinden soll dies
nur fiir die Abbildung P<‘ nachgewiesen werden.

Offensichtlich besitzt P< die Eigenschaften aus (a). Was den Beweis von (b) angeht, so
liefert Satz 3.2.5 die Giiltigkeit von

P (0rw)p(k,w, £) = p(k,w, PSi(w)E) firalle keZ,weQ, écRY. (3.25)

Des weiteren ist fiir beliebige w € Q und ¢ € R? der Punkt P<i(w)¢ der eindeutig bestimmte
Punkt in 85 (w), fiir den die Menge

(¥ llp(k, w,€) — p(k,w, PE(w)E)|loww : k € ZE} (3.26)
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beschrankt ist, mit v € [o;41,— + 6, @; 4 — 6]. Seien nun ¢ € [~1,0] und w € Q) beliebig, aber fest
gewidhlt. Ferner sei
PEH(w) 1= p(—t,0,w) 0 PSH(Bw) 0 p(t,w) .

Dann gilt wegen Satz 3.2.5(a) und Satz 3.3.1(b) zunéchst
PEW)R? = o(—t,0w)PS(0iw)p(t,w)RY = o(—t, fw) P (fw)RE =
= o(-t,0w)SS () = S (w) . (3.27)
Fiir beliebiges £ € R? zeigt die Diskussion um (3.26), daB unter Verwendung der Abkiirzungen
O:=0w und £:=o(t,w, 3]

die Menge
{7 ek, @, €) — @k, @, PE(@)E)|loyo : k € T} (3.28)

beschrinkt ist, mit v wie oben. Beachtet man schlieflich noch die Abschitzung (3.21), so liefert
die Beziehung ‘

llp(k,w,€) = @k, w, PE(w)E)lopw =

|l (K, w, p(—t, 61w, p(t,w, £))) — (k, w, p(—t, 0w, P (B:w) (2, w, €)))loyw =
llp(=t, 0, p(k, @, ) — (=1, Bk, o(k, @, P (@)E)) oot <
Collp(k,@,€) — p(k, &, PS(@)E)|lo,o

IN

zusammen mit (3.28) sofort die Beschrénktheit der Menge

{17 lle(k,w,€) = p(k,w, PE(w)E)lloyw : k € ZF} -

Wegen (3.27) und der Diskussion um (3.26) heiBt das aber gerade, da$ die Identitit PS'(w)f =
PSi(w)¢ erfiillt ist, d.h. es gilt

Psi(etw)‘P(t,w,&) = ¢(t,w, Psi(w)é.) ’
fiir beliebige ¢ € [-1,0], w €  und ¢ € RY. Zusammen mit (3.25) folgt daraus schlieflich

PS(0 w) o p(t+1,w) = PS(8,0,w) 0 p(t,0,w) 0 p(T,w) =
= ¢(t,0,w) 0 PSH(0.w) 0 p(T,w) =
= ¢(t,0,w) 0 p(T,w)o P (w) =
= @(t+1,w)o PS(w)

fiir beliebige 7 € Z, t € [~1,0] und w € , womit auch (b) bewiesen wire.

Die Aussagen in (c) sind unmittelbare Folgerungen aus Satz 3.2.5(c), wobei die alternativen
dynamischen Charakterisierungen wie im Beweis von Satz 3.3.1 hergeleitet werden kénnen, unter
Verwendung der Abschitzung (3.21). Schliefllich folgen die in (d) enthaltenen Aussagen wie im
Beweis von Satz 3.2.5(d), unter Verwendung der Abschitzungen (3.23) und (3.24). <
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Bemerkung 3.3.3 Véllig analog zu Bemerkung 3.2.6 148t sich die Giiltigkeit der Identitaten

P(w)SH (W) = SH(w)

fiir beliebige w € Qund 1 << £ < j < pmit £ < p, sowie

P>1(0)89(w) = 8%9(w)

fiir beliebige w € @ und 1 < i < £ < j < p mit £ > 1 nachweisen. o

Satz 3.3.2 zeigt, daBl auch fiir kontinuierliche zufillige dynamische Systeme das Konzept der
asymptotischen Phasen existiert. Des weiteren nihern sich gegen 0 konvergierende w-Orbits
o(-yw, &), die “zwischen” zwei Oseledets-Mannigfaltigkeiten verlaufen, auch im kontinuierlichen
Fall genau einer davon tangential an.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes sollen noch die Sitze von Hartman-Grobman iibertragen
werden. Den Anfang macht wieder der klassische Satz von Hartman-Grobman, der die vollstdndi-
ge Linearisierung eines gegebenen zufilligen dynamischen Systems garantiert, sofern der lineare
Anteil hyperbolisch ist.

Satz 3.3.4 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (Q, F,IP,(6;)ier), so-
wie dariiber ein mefbares kontinuierliches zufilliges dynamisches System ¢ auf dem RY, mit
Fizpunkt 0. Dariber hinaus ezxistiere ein mefbares lineares kontinuierliches zufilliges dynami-
sches System ®, so daff mit

e(t,w,z) = ®(t,w)z + ¥(t,w,2)

die Voraussetzungen (K1) und (K2) erfillt sind. Ist dann ® hyperbolisch, d.h. sind alle
Lyapunov-Ezponenten von 0 verschieden, so existiert eine mefbare Abbildung h : @ x R4 — R?
mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fir beliebiges w € Q ist die Abbildung h(w) := h(w,-) ein Hombomorphismus auf dem R4
mit h(w)0 = 0, und die Abbildung h(-)~1(-) : @ x R — R? ist mefbar.

(b) Fir jedes w € Q bildet die Abbildung h(w) beliebige w-Orbits von ¢ auf entsprechende
w-Orbits des linearen zufilligen dynamischen Systems ® ab, d.h. es gilt

o(t,w, &) = h(6iw)~1®(t,w)h(w)E

fiir beliebige t € R und £ € RY.

(¢) Fiir beliebige w € Q.und 1<t < j<p bidet die Abbildung h(w) die zufillige invariante
Mannigfaltigkeit S*(w) auf die direkte Summe Ej(w) @ ...® Ej;(w) ab.

Im hyperbolischen Fall sind also das nichtlineare zuféllige dynamische System ¢ und das lineare
zufillige dynamische System ® topologisch dquivalent.
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Beweis: Wie schon in den Beweisen der beiden letzten Sitze wird zunédchst das zuféllige dyna-
mische System ¢ auf die Menge Z x Q x R? eingeschrankt. Unter Verwendung von (K1) und (K2)
erkennt man dann leicht, dafl der diskrete Satz 3.2.7 auf diese Einschrdnkung angewandt werden
kann — und der liefert eine Abbildung h mit den in (a) und (c) geforderten Eigenschaften.

Was den Nachweis von () angeht, so mufl man allerdings die “Feinstruktur” des Beweises von
Satz 1.7.5 beriicksichtigen, aus dem ja der diskrete Satz 3.2.7 abgeleitet wurde. Dazu definiert
man zundchst das entkoppelte zuféllige dynamische System ¢* durch

™ (t,w,§) = (pi(t,w, £l)a ceey ¢;(t,w,§p)) )
fiir beliebige t € R, w € Q und ¢ € R?, wobei die i-te Komponente ¢} firi = 1,...,p als
Pi(tw, §) = Bi(t,w)E + (10, E)

festgelegt ist, mit
Ui(t,w, €)= ¥(t,w, " (w,£)) .

Dafl ¢* tatsédchlich ein zufilliges dynamisches System ist, folgt dabei vollig analog zum Beweis
des Satzes 3.2.8.

Beim Beweis von Satz 3.2.7 (beziehungsweise Satz 1.7.5) wurde als nichstes gezeigt, dafl die
diskreten Einschrankungen von ¢ und ¢* topologisch dquivalent sind, vermége eines zufilligen
Homdomorphismus E(w). Beachtet man nun die in Lemma 1.6.1 fiir den in Satz 1.6.3 benétig-
ten Induktionsschritt angegebene Definition von E(w), so impliziert Satz 3.3.2(b) sofort die
Giiltigkeit von

E(6w) 0 ¢(t,w) = ¢*(t,w) 0 E(w)

fiir beliebige t € R und w € .

Der letzte Schritt beim Beweis der Sitze 3.2.7 bezichungsweise 1.7.5 bestand darin, da$f die
p Komponenten von ¢* durch eine Anwendung von Lemma 1.7.3 linearisiert wurden — und
zum vollstdndigen Beweis des vorliegenden Satzes mufl nur noch gezeigt werden, da8 die dabei
auftretenden zufilligen Homdomorphismen nicht nur die auf Z eingeschrinkten, sondern bereits
die ganzen w-Orbits von ¢* auf w-Orbits von ® abbilden.

Sei also 7 € {1,...,p} beliebig, aber fest, und sei K;(w) die von Lemma 1.7.3 und Satz 3.2.7
garantierte Abbildung, die ¢} linearisiert. Dann gilt fiir beliebige k € Z, w € Q und ¢ € R¥ die
Identitat

Ki(Orw)@i(k,w, &) = i(k,w)Ki(w)E' (3.29)

und fiir jede Wahl von w € Q und & € R% ist K;(w)¢' der eindeutig bestimmte Punkt im R%,
fiir den die Menge

{11k, ) K} = 9 (k,0,)loww  k € T} (3.30)
beschrénkt ist. Seien nun ¢ € [—1,0] und w € Q beliebig, aber fest. Definiert man dann

Ki(w) := &;(-t,0w) o K;(fiw) o ¢} (t,w) ,
so erhilt man fiir beliebige k € Z und ¢ € R% unter Verwendung der Abkiirzungen

Q:=0w und €= Qi(t,w, &)



3.3. KONTINUIERLICHE ZUFALLIGE DYNAMISCHE SYSTEME 143

die Abschétzung

“‘I’i(k’w)Ki,t(w)fi - ‘P;(kaw’gi)“(’kw = ‘
[1@:(k, )2i(~t, 6:0) Ki(0r)} (1,0, €") — 0 (k = 1, 00w, 97 (,0, €))loyes =
1®i(k - t,0)Ki(@)E' - ¢}(k - 1,0,E)lgy0 =
[1@:(~2, 6k0) ®i(k, &) Ki(@)E' — 0}(—t, 010, 0} (k, 0, ') loyw <
[1:(—t, 0x0)(®i(k, @) Ki(@)E = &5 (ks 0, E)lo-00 +
+11 (Bi( =1, 010) — @} (=1, 01, -)) 05 (k. @, E)llo_st00 <
=—U}(=t,6,5,")

< max{a;, 1} - |2k, 0)KiD)E' — ¢} (k,&,E oo + M,

IN

wobei auflerdem (3.14) und (K2) verwendet wurden, und die Diskussion um (3.30) impliziert die
Beschrinktheit der Menge

{”Qi(k’w)Ki,t(w)éi - ¢; (k,w, fi)llokw :keZ}.

Wegen der bereits oben erwéhnten Eindeutigkeit von K;(w)€ gilt schlieBlich die Beziehung
K (w)é = Ki(w)E&*, und somit

K;(6iw) o @} (t,w) = ®;(t,w)o Ky(w) fiiralle te[-1,0],we .

Wie im Beweis von Satz 3.3.2 kann nun abschlielend mittels (3.29) auf die Giiltigkeit der letzten
Identitdt fiir alle t € IR geschlossen werden. Damit ist alles gezeigt. <

Véllig analog 148t sich auch der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobman auf den kontinu-
ierlichen Fall iibertragen. Wieder erreicht man im nicht hyperbolischen Fall im allgemeinen nur
eine teilweise Linearisierung.

Satz 8.3.5 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (Q, F, P, (0:)tecr), so-
wie dariber ein mefbares kontinuierliches zufilliges dynamisches System ¢ auf dem RY, mit
Fizpunkt 0. Dariber hinaus existiere ein mefbares lineares kontinuierliches zufilliges dynami-
sches System ®, so daff mit '

ot,0,2) = B(t,w)a + U(t,w,2)

die Voraussetzungen (K1) und (K2) erfillt sind. Gibt es dann ein i € {1,...,p} mit \; = 0,
d.h. ist das lineare zufdllige dynamische System ® nicht hyperbolisch, so ezistiert eine mefbare
Abbildung h : @ x R® - R? mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir beliebiges w € Q ist die Abbildung h(w) := h(w,-) ein Homéomorphismus auf dem R?
mit h(w)0 = 0, und die Abbildung h(-)71(:) : @ x R? — R? ist mefbar.

(b) Fir jedes w € Q bildet die Abbildung h(w) beliebige w-Orbits von ¢ auf entsprechende
w-Orbits des zufdlligen dynamischen Systems p*(t,w,§) := ®(t,w)¢ + ¥*(t,w, &) ab, wobei
die neue Nichtlinearitit ¥* durch

¥*(t,w,£) := (0,...,0, ¥(t,w, 7w, £)),0,...,0)
i-te Stelle
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definiert wird. Mit anderen Worten: Es gilt

Pt w, €) = h(Biw) " ¢* (¢, w, h(w)E)

fiir beliebige t € R und £ € RY.

(c) Fir beliebige w € fl und 1 < i < j < p bildet die Abbildung h(w) die zufillige invariante
Mannigfaltigkeit S*?(w) auf die direkte Summe E;(w)@® ...® Ej(w) ab.

Im nicht hyperbolischen Fall sind also das nichtlineare zuféllige dynamische System ¢ und das
entkoppelte, teilweise lineare zufillige dynamische System ¢* topologisch dquivalent.

Beweis: Der Beweis kann analog zum Beweis des Satzes 3.3.4 gefiihrt werden. &

Wie im diskreten Fall beschreibt auch jetzt die ¢-te Komponente ¢} von ¢* — die ja die einzige
nichtlineare Komponente von ¢* ist — das Verhalten von ¢ auf der zufilligen Zentrumsman-
nigfaltigkeit S (w).

Mit diesem Ergebnis ist die Herleitung globaler Ergebnisse fiir zuféllige dynamische Systeme
beendet. Im nichsten Abschnitt soll noch kurz auf lokale Ergebnisse eingegangen werden.

3.4 Lokale Ergebnisse

Bislang standen in dieser Arbeit stets globale Ergebnisse im Mittelpunkt des Interesses. Der
Preis, den man dafiir zu zahlen hat, ist natiirlich gro: Die nichtlineare Stérung des gegebe-
nen linearen zufélligen dynamischen Systems muflte global Lipschitz-stetig sein, mit hinreichend
kleiner Lipschitzkonstante. Fiir Anwendungen sind derartige Ergebnisse deshalb relativ nutz-
los, denn nur in den seltensten Féllen wird das betrachtete zufillige dynamische System den
benétigten Voraussetzungen geniigen!!.

~ Weicht man jedoch von der Forderung nach globalen Ergebnissen ab und begniigt sich mit
lokalen Ergebnissen, so ist es — wie auch im deterministischen Fall — m&glich, eine hinreichend
grofie Klasse zufélliger dynamischer Systeme zu behandeln. Die dabei angewandte Vorgehens-
weise diirfte hinreichend bekannt sein: Ausgehend von einem gegebenen zufilligen dynamischen
System ¢ mit Fixpunkt 0 (dies kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit stets annehmen)
wird ein neues zufilliges dynamisches System ¢ konstruiert, das in einer zufélligen Nullumgebung
mit ¢ iibereinstimmt und dariiber hinaus den gewiinschten globalen Voraussetzungen geniigt —
und die globalen Resultate fiir ¢ liefern unmittelbar lokale Resultate fiir ¢.

Die Konstruktion von ¢ soll zunéchst fiir den diskreten Fall durchgefiithrt werden. Dazu wird

das folgende Lemma benétigt.

Lemma 3.4.1 Gegeben seien ein beliebigcir Mefraum (Q,j-' ), sowie eine meflbare Abbildung
f: QxR - RY, so dap fiir beliebige w € Q die Abbildung f(w,-) stetig ist mit f(w,0) = 0 und
die Grenzwertbeziehung

(.4)—(0,0) llz - gl

! Erschwerend kommt noch hinzu, da8 die globale Lipschitzbedingung unter Verwendung von zufilligen Normen
formuliert wurde.
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gilt. Ferner sei || - ||, eine zufillige Norm auf dem RY, die den Aussagen des Satzes 3.1.5(b)
genigt, und L > 0 eine beliebige Konstante. Dann gibt es mefbare Abbildungen o : } — Rt und
f: Q x R - R? mit folgenden Eigenschaften:

(a) Definiert man eine zuféllige Nullumgebung durch U(w) := {z € R?: ||z|| < o(w)}, so ist
die Identitdt

f(w,z) = f(w,z) fiir beliebige weQ und =z € U(w)
erfillt.

(b) Fir beliebige w € Q und z,y € RY gelten die beiden Abschitzungen

17w, 2) = f@, 9l < Lllz = yllu
If(w, 2)llge < 1.

Beweis: Sei B := B; : Q0 — [1,00) die mefbare Abbildung aus Satz 3.1.5(b) fiir ¢ = 1. Definiert
man dann eine mefbare Abbildung L* : @ —» R* durch

L

L*(U)) = .e—.é(—w)i )

so ist wegen (3.31) und der vorausgesetzten Stetigkeit von f(w,:) die Definition
0" (w) := max{e € (0,1] : || f(w,2) — flw, Y| £ L*(w)llz — y|| fiir alle ||z[| <&, [|y]] < €}

zuldssig, d.h. die angegebene Menge ist nicht leer und das Maximum existiert tatsachlich. Ferner
erhilt man fiir beliebige o € [0, 1] wegen der MeBbarkeit von f und L* die Identitat

fwe:p*w)>a} = {we:||f(w,z)- f(w, Yl < L*W)||z - yll
fiir alle z,y € R? mit ||z|| < o, ||y|| < o} =

{w € Q: ”f(wamg*;wf)(w’y)” S “:l)— y”} € j'_-,

z,y€QY||z||<a|lyl|<a

d.h. die Abbildung ¢* : Q — (0,1] ist meBbar (vergleiche BAUER [11, p. 58]). Schlieflich sei fiir
beliebige w € §2
B
o(w) := min {g*(w),%)-} >0,
und fiir € > 0 sei 7. : R —» R? die durch

z  fir |lz||<e
Te(z) := "
€ repe  fir el >e

definierte radiale Retraktion, die bekanntlich global Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 1
ist. Definiert man jetzt die Abbildung f : @ x R? — R? mittels

flw,z):= f(w,Tw)(z)) fiir beliebige w e Q,zeR?,
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so ist f offensichtlich meBbar? und erfiillt (a). Dariiber hinaus gelten fiir beliebige w € € und
z,y € R? auf Grund von Satz 3.1.5(b) die Abschitzungen

If(w,2) = f@,9)llow < BOW)IF(W, ro@)(2)) = F(w, o))

< eB(W)L*(w)||7ow)(7) = Tow)(®)Il £
L

< eB(w)em—w)ngb‘ -l S

< Lllz - yllw
und

If(w,2)llow < BO1w)||f(w,To(w)(@))l] < eB(w)L*(w)||7o(w)(2)I] < |
L
< m?(w) <1.

Damit ist alles bewiesen. O

Mit dem soeben bewiesenen Lemma kann als néchstes das zu Beginn dieses Abschnittes erwéhnte
diskrete zufillige dynamische System ¢ konstruiert werden.

Satz 3.4.2 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (0, F, TP, (6k)kez), So-
wie dariber ein stetiges diskretes zufélliges dynamisches System ¢ auf dem R, mit Fizpunkt 0.
Dariiber hinaus ezistiere ein lineares diskretes zufilliges dynamisches System ®, das der Vor-
aussetzung (D1) vom Beginn des Abschnittes 3.2 geniige, und der mittels

o(k,w,z) = ®(k,w)z + ¥(k,w,z) (3.32)

definierte nichtlineare Anteil ¥ erfiille fir beliebige w € Q (mit-Q wie in (D1) beziehungsweise
in Satz 3.1.5) die Beziehung

o EGw,s) - el _ (3.33)
(z,9)—(0,0) ||z — yl|

Dann gibt es eine mefbare Abbildung p : @ — Rt und ein stetiges diskretes zufilliges dynami-
sches System

@(k,w,z) = ®(k,w)z + ¥(k,w,z)

iber (2, F,IP,(Ok)kez), das den Voraussetzungen (D1), (D2) vom Beginn des Abschnittes 3.2
gentigt mit

o(k,w,z) = @(k,w,z) (3.34)

fir beliebige w € Q, = € U(w) und k € Inax(w,2) := {kmin(w, ), ..., kmax(w, )}, wobei U(w)
wie in Lemma 3.4.1(a) definiert ist, und
Fmin(w,z) := inf{k € Zj : o(k,w,z) € U(Ogw) fiir allek = k,...,0} <0,

Emax(w,z) = sup{k € Z{ : p(k,w,z) € U(f4w) fiir alle k = 0,...,k} >0

?Man iiberzeugt sich leicht, da$ die Abbildung r.(-) : R? x Rt — IR? meBbar ist.
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gesetzt wird. Ferner gelten fir jedes w € Q die beiden Grenzwertaussagen

lir% kmin(w,z) = —c0  und lin}) kmax(w,z) = 00 . (3.35)

Diese beiden letzten Beziehungen implizieren insbesondere, daf zu jeder Wahl von w € § und
N € N eine Nullumgebung Un(w) C RY ezistiert, so daff die Gleichheit in (8.84) fiir beliebige
ke {-N,...,N} und z € Un(w) erfillt ist.

Beweis: Gemifl Lemma 3.2.1 ist ¢(+,w,£) gerade die Lésung des Anfangswertproblems
Try1 = A(Opw)zr + f(Okw,zx) , z0=¢, (3.36)

mit A(w) := &(1,w) und f(w,z) := ¥(1,w,z). Weiter erhilt man, da & der Voraussetzung (D1)
geniigt, die Abschitzung
- 1
1AW lgyww € — (3.37)
Qp,+

fiir beliebige w € Q. Sei nun L > 0 wie in (D2) gewihlt. Zur Konstruktion einer geeigneten
Abbildung f wendet man zunichst Lemma 3.4.1 auf f|5, pa an, und setzt danach die dadurch
entstehende Abbildung auf (2 \ Q)~>< R? durch 0 fort. Des weiteren sei g : @ — R* die von
diesem Lemma garantierte, auf Q \ 2 konstant fortgesetzte Abbildung!3. Definiert man dann fiir
beliebige w € Q@ und y € RY einen Operator T, : R? —» R¥ durch

Toy(z) = A(w)_l?/ - A(w)_lf(w,a:) )

so folgt wie im Beweis von Lemma 1.2.6 (unter Verwendung von (3.37) und der Tatsache, dafl
L wie in (D2) gewihlt wurde), da das Anfangswertproblem

Th41 = A(Ow)zi + F(Bkw,zk) , o =¢ (3.38)

fiir jede Wahl von w €  und ¢ € RY eine auf ganz Z definierte, eindeutig bestimmte Losung
&(+,w, &) besitzt, und wegen Lemma A.1.1 und des gleichmifiigen Kontraktionsprinzips ist die
Abbildung ¢ mefibar, sowie stetig beziiglich der letzten Variablen. Ferner folgt aus Lemma 3.2.1
sofort, daB @ : Z x Q x R% — IR? ein stetiges diskretes zufilliges dynamisches System ist, und
Lemma 3.4.1(a) zeigt unmittelbar, dafl fiir beliebiges w € { die w-Losungen von (3.36) und
(3.38) auf Ipax(w,£) tibereinstimmen. Definiert man schlielich den nichtlinearen Anteil ¥ wie
in der Formulierung des Satzes, so liefert Lemma 3.4.1(b) unter Beachtung der Identitit

¥(1,w,2) = ¢(1,w,z) — ¥(1,w)z = f(w,2)

die Giiltigkeit von (D2). Zum vollstindigen Beweis des Satzes 3.4.2 miissen also nur noch die in
(3.35) enthaltenen Beziehungen verifiziert werden. Aus Symmetriegriinden soll nur der zweite
Grenzwert berechnet werden. Seien dazu n € IN und w € Q beliebig, aber fest. Dann exi-
stiert wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Abbildungen ¢(k,w, ) — unter Beachtung von
¢(k,w,0) = 0 — ein ¢ > 0, so daf fiir alle ¢ € R? mit ||z|| < ¢ und alle K = 0,...,n die
Abschitzungen

llp(r,w, 2)|| < 0(6xw)
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V1) {4 U(fuw)
N . U(0,¢+1w)
I |-
R EREEEm—

- T

! | Z

-
(k- 1,w,6) " p(k,w, ) - p(k+ 1,w,8)

Abbildung 3.10: Lokale zufillige invariante Mannigfaltigkeiten

erfiillt sind, d.h. fiir beliebige z € R? mit ||z|| < € gilt kmax(w,z) > n. Daraus folgt bereits die
Behauptung. "%

Mit dem soeben bewiesenen Satz kénnen nun leicht lokale Ergebnisse fiir stetige diskrete zufallige
dynamische Systeme ¢ hergeleitet werden, deren nichtlinearer Anteil die in Satz 3.4.2 angegebene
Grenzwertbeziehung erfiillt!4. Man wendet dazu einfach die Resultate des Abschnittes 3.2 auf
das neue zufillige dynamische System ¢ an, und iibertrigt die “auf U(w) eingeschrankten”
Aussagen auf das gegebene zufillige dynamische System ¢. Genauer heifit dies etwa, daf} ein w-
Orbit ¢(+,w, &) nur so lange in der (lokalen) zufilligen invarianten Mannigfaltigkeit S ’](w)ﬂU (w)
verlduft!®, bis er die zufillige Umgebung U(w) verldft, d.h. die Inklusion

ok, w, €) € 8 (Byw) N U(Bw)

gilt fiir alle k¥ € Iyax(w, €). (Man vergleiche dazu auch Abbildung 3.10. In der dortigen Situation
ist K = kmax(w, £) < 00.) Analog gilt im Satz von Hartman-Grobman die Identitét

(0, €) = h(Bw) 1Bk, w)h(w)€

im allgemeinen nur fiir k € Ipax(w,€), mit w € @ und € € U(w) — und die in (3.35) enthaltenen
Beziehungen zeigen, daf} das Giiltigkeitsintervall I,x(w,£) um so gréfler wird, je ndher £ bei 0
liegt.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl fiir stetige diskrete zufillige dynamische Systeme
¢ der Form (3.32) mit Fixpunkt 0, deren linearer Anteil & den Voraussetzungen des multipli-
kativen Ergodensatzes 3.1.3, und deren nichtlinearer Anteil ¥ der Grenzwertbeziehung (3.33)

¥ Damit sind die Abbildungen g: Q — IR* und f: @ x R? — R? offensichtlich meSbar.

1*Ist das betrachtete zufillige dynamische System etwa differenzierbar von der Klasse C, so ist diese Bedingung
trivialerweise erfiillt, sofern nur das lineare zufillige dynamische System als ®(k,w) := Dp(k,w,0) gewédhlt wird.
Dabei bezeichnet Dyp(k,w,0) die Jacobi-Matrix der Abbildung ¢(k,w) im Ursprung.

¥ Dabei sei 3" (w) eine von Satz 3.2.3 garantierte globale zufillige invariante Mannigfaltigkeit fiir das zufillige
dynamische System ¢.



3.4. LOKALE ERGEBNISSE 149

geniigt, eine zufriedenstellende lokale Linearisierungstheorie zur Verfiigung steht. Man transfor-
miert ¢ zunichst unter Beachtung des Satzes 3.1.9 in ein neues zufélliges dynamisches System
©*, dessen linearer Anteil in Blockdiagonalgestalt vorliegt, und dessen nichtlinearer Anteil of-
fensichtlich ebenfalls der Beziehung (3.33) geniigt. AnschlieBend erhédlt man mittels Satz 3.4.2
die gewiinschten lokalen Ergebnisse fiir ¢*, die dann durch Riicktransformation leicht auf ¢
iibertragen werden kénnen!®.

So einfach ist die Situation im kontinuierlichen Fall dagegen leider nicht. Betrachtet man
nimlich noch einmal den Beweis des letzten Satzes, so fillt auf, dafl zur Konstruktion des
neuen zufilligen dynamischen Systems ¢ zunichst der nichtlineare Anteil des entsprechenden
Erzeugers — d.h. der zufilligen Differenzengleichung (3.36) — abgeschnitten wurde, und mit
dem so entstandenen neuen Erzeuger wurde schliefllich ¢ generiert. Es ist somit nicht allzu
iiberraschend, daf auch im kontinuierlichen Fall das neue zufillige dynamische System ¢ durch
eine Manipulation am zugehérigen infinitesimalen Erzeuger generiert werden muff!”. Wie bereits
zu Beginn des Abschnittes 3.3 erwidhnt wurde, gibt es im kontinuierlichen Fall aber zwei Ar-
ten derartiger Erzeuger — stochastische und zufillige Differentialgleichungen. Und wieder sind
es die stochastischen Differentialgleichungen, die mit den iiblichen Techniken nicht behandelt
werden konnen. Schneidet man nidmlich den nichtlinearen Anteil einer ¢ erzeugenden stochasti-
schen Differentialgleichung dhnlich wie in Lemma 3.4.1 ab, so entstehen durch die Verwendung
(nicht-adaptierter!) zufilliger Normen Objekte, die im Rahmen der existierenden stochastischen
Integrationstheorie nicht weiter verwendbar sind.

Dagegen ist die Lage bei den zufilligen Differentialgleichungen angenehmer — und ihnen
ist der Rest dieses Abschnittes gewidmet. Zunichst sollen Bedingungen angegeben werden, un-
ter denen eine zufillige Differentialgleichung ein stetiges beziehungsweise sogar differenzierbares
zufilliges dynamisches System erzeugt. Dieses Resultat ist den Arbeiten ARNOLD [2, 3] entnom-
men, in denen auch weitere Ergebnisse zum Zusammenhang zwischen zufilligen dynamischen
Systemen und zufilligen Differentialgleichungen enthalten sind.

Satz 3.4.3 Sei (Q,F,P,(6:)icr) ein beliebiges ergodisches metrisches dynamisches System und
f:Q x RY = R eine mefbare Abbildung, die eine der beiden folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) f(w,-) ist stetig fir beliebige w € Q, und fiir jede kompakte Teilmenge K C RY ist die
Inklusion

1@ Mok = sup [|f@, )|+ sup L2 =@ pag 7 py
zeK z,y€K z#y |z — yl|

erfillt.

(b) f(w,-) ist fir beliebiges w € Q stetig differenzierbar, und fir jede kompakte Teilmenge
K C RY ist die Inklusion

d

of 1
)" K= , + E —(w, e L' (Q,F,p
”f(“’ )HI,O,K :‘elp ”f(“’ "3)” i=1:1€1P ll(?:v;(w 3’)” ( )

erfillt.

®Diese Vorgehensweise wird im abschlieBenden Abschnitt 3.5 noch etwas genauer ausgefiihrt. Man vergleiche
dazu auch Satz 3.5.1.

'"]deal wire natiirlich, wenn man das neue System ¢ direkt, d.h. ohne Riickgriff auf einen infinitesimalen
Erzeuger konstruieren kénnte. Es ist jedoch zur Zeit — selbst im deterministischen Fall — noch nicht klar, wie
dies geschehen sollte.
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Des weiteren gelte die Abschditzung
|1 f(w, 2)|| < a(w)]|z]| + b(w)

fiir beliebige w € @ und z € RY, mit a,b € L'(Q, F,P).

Dann gibt es eine 0,-invariante Menge Q0 € F mit IP(Q) = 1, so daff — nachdem man f
auperhalb von Q0 mittels f(w,+) := 0 umdefiniert hat — die mazzmale Lésung o(t,w,z) des
Anfangswertproblems

z = f(bw,z) , z(0)==z

entweder ein
(a) stetiges zufilliges dynamisches System, oder ein
(b) differenzierbares zufilliges dynamisches System der Klasse C*

auf dem R? iber (Q, F,P,(6;)icr) erzeugt.
Beweis: Der Beweis dieses Satzes kann in ARNOLD [2, Theorem 2.15] gefunden werden. <

Nach diesen Vorbereitungen soll nun ein kontinuierliches Analogon zu Satz 3.4.2 formuliert und
bewiesen werden — und die auf der Hand liegende Vorgehensweise wire natiirlich, von dem
gegebenen zufilligen dynamischen System ¢ zu der erzeugenden.zufélligen Differentialgleichung

& = A(bw)z + f(Oiw, ) (3.39)

iiberzugehen, den nichtlinearen Anteil f des Erzeugers mittels Lemma 3.4.1 abzuschneiden, um
damit schliefllich das gewiinschte zufillige dynamische System ¢ zu konstruieren. Dabei ergibt
sich jedoch das folgende Problem. Die beiden zufilligen dynamischen Systeme ¢ und ¢ stimmen
gemaf Konstruktion nur auf der zufilligen Nullumgebung U(w) iiberein, d.h. die Identitit

p(t,w,z) = @(t,w,z)
gilt nur fiir beliebige w € Q, z € U(w) und t € Ipax(w, z) := (tmin(W, ), tmax(w, €)), mit

tmin(w,z) = inf{t € Ry : ||¢(T,w,z)|| < o(frw) firallet <7 <0} <0,
tmax(w,z) = sup{t € R} :||o(r,w,2)|| < o(f-w) fiir alle 0 < 7 < ¢} > 0.

Dabei zeigt die in Lemma 3.4.1 angegebene Konstruktion von p(w), daf8 die Abbildung f(w,-)
fiir beliebige w €  auf der Menge {z € R¥ : ||z|| < o(w)} global Lipschitz-stetig ist, mit der von
w unabhingigen Lipschitzkonstanten L®. Im vorliegenden kontinuierlichen Fall wire es dann
aber durchaus méglich, daB fiir ein gewisses w €  die Identitit

121tf o(fw) =0 fiir beliebige £>0

18GemiB dem Beweis von Lemma 3.4.1 ist die Ungleichung 0 < g(w) < ¢*(w) erfiillt, wobei ¢*(w) fiir jede Wahl
von w € Q das maximale ¢ € (0, 1] ist, fiir das die Abblldung f(w,- ) auf der Umgebung {z € R?: ||z|| < €} global
Lipschitz-stetig ist, mit der Lipschitzkonstanten ;—m Wegen W < L folgt daraus die Behauptung.
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gilt!?, d.h. jeder w-Orbit ¢(-,w,&) wiirde sofort die zufillige Umgebung U(w) verlassen — und
da man in der Praxis nicht ohne weiteres iiberpriifen kann, fiir welche w diese Situation eintritt,
wéren die so erhaltenen “lokalen Ergebnisse” fiir das zufillige dynamische System ¢ ziemlich
nutzlos.

Gliicklicherweise 148t sich dieses Problem relativ leicht aus der Welt schaffen. Der entschei-
dende Schritt in diese Richtung ist das nun folgende Lemma, das die in Lemma 3.4.1 angegebene
Abschneidetechnik in geeigneter Weise verfeinert. Im Gegensatz zur dortigen Vorgehensweise
wird nun die in Lemma 3.4.1(b) auftauchende, von w unabhdingige Lipschitzkonstante L durch
eine von w abhdngige Lipschitzkonstante L(w) ersetzt, die “im Mittel” hinreichend klein ist.

Lemma 3.4.4 Gegeben seien ein metrisches dynamisches System (Q, F, P, (6;)cr), sowie eine
mefbare Abbildung f : Q x R? — RY, so dap fiir beliebige w € Q die Abbildung f(w,-) stetig ist
mit f(w,0) = 0, die Grenzwertbeziehung

”f(w’m)"f(w’y)” =0

3.40
(2.)—(00) ll= -yl (3:40)
gilt, und fir ein ¢ > 0 die Inklusion
sup || f(w,z) - f(way)” € Ll(ﬂ,j:', I’[)) (3.41)
llzl|<c,llull<e,oy llz =yl
erfiillt ist. Des weiteren sei || - ||, eine zufillige Norm auf dem R, die den Aussagen des Satzes

3.1.5(b) geniigt, und Ly > 0 sei eine beliebige Konstante. Dann gibt es mefbare Abbildungen
0: 9 - (0,¢], L: 9 - R und f: 0 x R - R4, sowie eine 0;-invariante Menge ) € F mit
P(R2) =1, so dap folgendes gilt:

(a) Definiert man eine zufillige Nullumgebung durch U(w) := {z € R : ||z|| < o(w)}, so ist
die Identitdt

f(w,z) = f(w,z) fir belichige weQ und z€U(W)
erfiillt, und fiir beliebige w € O\ Q und ¢ € R? gilt f(w,z) = 0.
(b) Fiir beliebige w € Q und z,y € R gelten die beiden Abschitzungen

Ilf(w,w)—f(w,y)llw < L(w)llz - yllw
lf(w, o)l < L{w)e,

19Gilt etwa zum Beispiel f(f:w,z) = g(¢,z) mit g(t,z) := ﬂti-iz? fiir beliebige (¢,z) € R?\ {(0,0)} und
9(0,0) := 0, so liefert die Definition

8(t) := max{e €(0,1]:]|g(t,z) —g(t,y)] < L|z — y| fiir alle |z| <¢,|y| < e} =
= max{e € (0,1]: |%‘%(t,z)] < L fiir alle |z| < €}

fiir jede Wahl von L € (0, %5), unter Beachtung der Identitét %ﬂ-(t, 7’5) = s—\973" sofort die Ungleichung

o(B) < 8(t) < AL

\/g )
fiir beliebige ¢t € R \ {0}.
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wober dariber hinaus

/01 L(8,w)ds < Ly
erfillt ist.
(c) Fir beliebige w €  und a,b € R mit a < b gilt die Abschitzung
aigltléb o(6w) >0,
d.h. die Abbildung o(f.w) ist lokal von der 0 wegbeschrdnkt.
Beweis: Definiert man die Abbildung L* : © x (0,¢] — ﬁ:{ durch
If(w, z) - flw, )|

L*(w,€) := sup
T leli<elvliceazy Nz =l ’

so iiberzeugt man sich leicht, daf$ L* mefbar?® und die Abbildung L*(w,-) monoton wachsend
ist, fiir beliebige w € . Des weiteren implizieren die Voraussetzungen (3.40) und (3.41) die
Giiltigkeit von

gi_ﬁr(x) L*(w,e) =0 fiir beliebige weQ, (3.42)

sowie
L*(-,e) € L}Q,F,P) fiir beliebige ¢ € (0,c].

Diese letzte Inklusion liefert — unter Verwendung von Lemma 2.14 in ARNOLD [2] — eine 6,-
invariante Menge { € F mit P(Q2) = 1, so daB die Abbildung L*(f.w,¢) : R — 11_{3' fiir beliebige
w € Q und ¢ € (0, c] lokal integrierbar ist.

Sei nun B := B; : § — [1,00) die mefibare Abbildung aus Satz 3.1.5(b). Dann ist die
Abbildung B(6.w) lokal beschrinkt, und somit 1afit sich mittels

1
L**(w,¢) := / B(0,w)*L*(8,w,€)ds < 00
0
eine mefibare Abbildung L** : 2 x (0,c] » R} definieren?!, die die folgenden beiden Eigenschaf-

ten besitzt:

(i) Die Abbildung L**(w,-) ist monoton wachsend mit lim. .o L**(w,€) = 0, fiir jede beliebige
Wahl von w € .

(4) Fir beliebige w € Q und ¢ € (0, c] ist die Abbildung L**(8.w, €) stetig.

20Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Abbildungen f(w, ) geniigt es offensichtlich, in der obigen Definition
von L*(w,¢) die Elemente z und y in Q¢ zu wihlen. Ist dann {(zn,yn) : n € IN} eine Abzhlung der Menge
{(z,9) € Q% x Q*: z # y}, und definiert man meBbare Abbildungen L}, : § x (0,¢] — R durch

Li(w,e) = [1£(w,z0) = f(w,yn)]l

. y—_ z . y— ,
[2n — ynl| XB.(0)(#n) * X5, (0) (¥n)

so gilt abschlieflend L*(w,e€) = sup, e Ln(w,€), d.h. die Abbildung L* ist mefibar.
*1Die MeBbarkeit der Abbildung L** ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 23.6 in BAUER [11].
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Zum Beweis von (%) ist nur anzumerken, dafl die Monotonie der Abbildung L**(w, -) eine unmit-
telbare Folgerung aus der bereits erwihnten Monotonie von L*(w, -) ist, und wegen

B(0,w)?L*(8,w,€) < B(B,w) L*(0,w,c) fiir alle s € [0,1],¢ € (0,c]

und der lokalen Integrierbarkeit der Abbildung B(6.w)2L*(6.w, ¢) folgt die geforderte Grenzwert-
beziehung aus (3.42) und dem Satz von Lebesgue.

Die in (%) behauptete Stetigkeit der Abbildung L**(f.w,¢) ist eine leichte Konsequenz aus
der fiir beliebige ¢,s € R mit s < t < s + 1 giiltigen Identitit

1 1
L™ (8w, ) — I**(Bsw,¢) = /0 B(6541w)2L* (B a0, €)dr — /0 B85 45w)2L* (8545w, €)dr =

t+1 s+1

= / B(6:w)*L* (6w, €)dr — / B(6;w)*L*(8,w, €)dr =
t 8
t+1 t

- / B(6;w)*L* (b5, €)dr — / B(8,w)2L*(8,w,¢)dr ,
s+1 8

da die rechte Seite fiir t — s — 0 offensichtlich gegen 0 konvergiert.

Nach diesen Vorbereitungen kann nun damit begonnen werden, die in der Formulierung
des Lemmas erwihnte Abbildung g zu konstruieren. Zu diesem Zweck mufl zunédchst noch eine
mefbare Hilfsfunktion g* : & — (0, ¢] durch

0'(w) = supfe € (0,6]: I**(w,€) < Lo}
definiert werden??, die die folgenden beiden Eigenschaften besitzt:
(iii) Fiir beliebige w €  und a,b € R mit a < b ist die Ungleichung
algrtlgbg (bw) >0
erfiillt.

(iv) Fir beliebige w € {2 ist die Abbildung o*(f.w) nach oben halbstetig auf IR.

Was den Beweis der Eigenschaft (%) angeht, so existiert zunédchst wegen der aus dem Satz von
Lebesgue und (3.42) folgenden Grenzwertbeziehung

b+1
/ B(0,w)’L*(8,w,€)ds —» 0 fir e¢—0

ein go > 0 mit [*+! B(0,w)2L*(8,w,c0)ds < Lo, und damit gilt fiir beliebige ¢ € [a,b] die
Abschitzung

t+1 b+1 :
L*™*(8w, o) = /t B(8,0)*L* (8w, £0)ds < / B(8,w)*L* 8y, €0)ds < Lo .

?2Wegen (i) ist die in der Definition von g*(w) auftauchende Menge nicht leer, und die MeBbarkeit der Abbildung
" folgt leicht aus der fiir beliebige ¢ € (0, ] giiltigen Identitit

{we:p*(w)>e} = n {wGQ:L“(w,#)SLo}Gi’,
n€N\{1}

unter Beachtung der Mefibarkeit von L**(-, 5""—_12)
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Dies impliziert aber schlieflich fiir beliebige ¢ € [a,b] die Ungleichung ¢*(6;w) > €o > 0, womit
die Aussage (i) bereits bewiesen wire.

Zum Beweis von (iv) seien 0.B.d.A. zwei reelle Zahlen ¢, € R mit 0*(f;w) < r < ¢ gegeben.
Ist nun € € (p*(fw), ) beliebig, aber fest, so gilt unter Beachtung der Definition von o* die
Ungleichung L**(6,w,e) > Lo. Wegen (i) existiert dann aber eine Umgebung U von ¢, so daf§
fir alle s € U die Ungleichung L**(f;w,e) > Lo erfiillt ist, und dies impliziert abschlieflend
0*(8,w) < e < r fiir alle s € U. Damit ist auch (iv) bewiesen.

Jetzt sind endlich alle Ergebnisse vorhanden, um die gesuchte Abbildung ¢ auf 1 durch

1 . .
o(w) == 3" —fgtfgog (6w) >0
definieren zu konnen. Zunéchst soll die Mefibarkeit von g verifiziert werden. Sei dazu {tn : n € IN}
eine Abzihlung der Menge [—1,0] N Q. Wegen der fiir beliebige w € {2 giiltigen Identitét

1.,
o(w) =5 - inf ¢"(6r,w)

die eine leichte Folgerung aus (i) ist?3, ist ¢ das Infimum der abzahlbar vielen mefibaren Ab-
bildungen g, : @ — (0, ¢], mit gn(w) := 10%(8;,w) — und somit meBbar.

Als nichstes soll die in (¢) geforderte Abschitzung bewiesen werden. Gemaf (iii) existiert
ein go > 0 mit p*(f;w) > oo fiir beliebige t € [a — 1,b]. Dann ist aber fiir beliebige s € [-1,0]
und ¢ € [a, b] die Abschitzung

0*(0:0:w) > 0o

erfiillt, d.h. es gilt o(f,w) = 3 inf_1<s<0 0%(0s0:w) > 00 > O fiir jedes ¢ € [a,b], und gerade das
war zu zeigen.

Zum Abschlufl des Beweises von Lemma 3.4.4 miissen nur noch die in (@) und (b) enthaltenen
Aussagen verifiziert werden. Sei dazu

flw,z):= f(w,row)(z)) fiir beliebige w GVQ,:L' eR?,
mit der radialen Retraktion r. aus dem Beweis des Lemmas 3.4.1, und ferner
L(w) := B(w)?L*(w,o(w)) fiir beliebige w € Q.

Dann sind die Abbildungen f : & x RY —» R? und L : ! —» Ry offensichtlich meBbar, und
die in (a) enthaltenen Aussagen sind erfiillt, sofern man f auf (Q \ Q) x R? durch 0, und die
Abbildungen L und g auf Q \ 2 konstant fortsetzt.

Es bleibt also nur noch der Nachweis von (). Zunichst implizieren die Definitionen von f
und L* die Giiltigkeit von

||f(w,a:) - f(w$y)||

I f(w, "'e(w)(w)) - f(w, To(w)(y))ll <

L*(w, Q(w))llro(w)(z) - ro(w)(y)H <

L*(w, e()llz - 9]l ,

2 Offensichtlich gilt 2¢(w) < infnen @*(8:,w) =: m. Angenommen, fiir ein w €  gilt sogar die strenge Unglei-

chung. Dann existiert ein ¢t € [—1,0] \ @ mit ¢*(d:w) < m, und (iv) liefert nun sofort ein t* € [—1,0] N @ in der
Nahe von ¢, fiir das ¢*(8:+w) < m gilt — im Widerspruch zur Definition von m.

IN A
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fiir beliebige w € Q und z,y € RY, und unter Beachtung von Satz 3.1.5(b) folgen daraus sofort
die Abschétzungen

Hf(wa .’L') - f(wa Z/)”w B(w)”f(w,rg(w)(w)) - f(wa Tg(w)(y))” <
B(w)L*(w, e(w))llz - y|| <

L(w)llz - yllw

IAIN A

und

Il (@, 2)llw B(w)[|f(w; rew)(@)l £ B(w)L™(w, o(w))|7g(w)()I] <

<
< L(w)e,

wobei bei der letzten Abschitzung die Beziehungen B(w) > 1 und ||ryw,)(z)|| £ eo(w) < ¢
verwendet wurden.

Abschlieflend liefert die Definition von o(f,w) fiir beliebige w € Q, s € [0,1] und 7 € [-1,0]
die Abschitzung

o(f,w) < %9*(070340) ,

woraus mit 7 = —s die Ungleichung
o(f,w) < %g*(w) fiir beliebige w € Q,s € [0,1]

folgt — und unter Beachtung der Monotonie von L*(w, -) und der Definition von g* folgt hieraus
die Abschitzung

1 1
/ L(Ow)ds = / B(8sw)2L*(8y, 0(8:0))ds <
0 0

1
< / B(6,w)*L* (8,0, %g*(w))ds < I,
0 N
<e*(w)
fiir beliebige w € . Damit ist alles bewiesen. <

Mit diesem Lemma kann nun das kontinuierliche Analogon zu Satz 3.4.2 bewiesen werden, und
zwar fiir zufillige dynamische Systeme, die von einer zufilligen Differentialgleichung erzeugt
werden.

Satz 3.4.5 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (Q, F,P,(6:)ier), so-
wie dariber ein stetiges kontinuierliches zufilliges dynamisches System ¢ auf dem R®, mit Fiz-
punkt 0, das von der zufilligen Differentialgleichung

z = A(biw)z + f(Ow, ) (3.43)

erzeugt wird. Dabei gelte A € LY(Q,F,P), f erfille die in Satz 3.4.8 genannten Vorausset-
zungen (entweder (a) oder (b)), mit A : @ — L(RY), f : @ x R? —» RY, und es gelte die

Grenzwertbeziehung
||f(w,a:) _ f(way)” =0

(z,9)—(0,0) l|lz = vl|

2
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wie auch f(w,0) = 0 fir beliebige w € Q. Des weiteren geniige der von & = A(Gw)z erzeugte
lineare Anteil ® von ¢ der Voraussetzung (K1) vom Beginn des Abschnittes 3.3. Dann gibt es
eine 0-invariante Menge ) € F mit IP(Q) = 1, sowie eine meBbare Abbildung o : @ — Rt und
ein stetiges kontinuierliches zufilliges dynamisches System

F(t,w,z) = 8(t,w)z + ¥(t,0,2)

dber (Q,F,P,(0)icr), das den beiden Voraussetzungen (K1) und (K2) vom Beginn des Ab-
schnittes 8.8 geniigt mit

p(t,w, ) = §(t,w, ) (3.44)

fiir beliebige w € Q, x € U(w) und t € Inax(w,2) := (tmin(w, ), tmax(w, T)), wobei U(w) wie in
Lemma 3.4.4(a) definiert ist, und

tmin(w,2) := inf{t € Ry : p(T,w,z) € U(f;w) firallet <7<0} <0,
tmax(w,z) = sup{t € Ry : p(r,w,z) € U(6,w) fiir alle 0 < 7 <t} >0

gesetzt wird. Ferner gelten fir jedes w € Q) die beiden Grenzwertaussagen

lin})tmin(w,x) =-oo und lim tmax(w,z) = 00 . (3.45)

Diese beiden letzten Beziehungen implizieren insbesondere, daff zu jeder Wahl von w €  und
T € R* eine Nullumgebung Ur(w) C R? ezistiert, so daf die Gleichheit in (3.44) fiir beliebige
t€ (-T,T) und z € Ur(w) erfillt ist.

Beweis: Da der lineare Anteil ® des gegebenen zufilligen dynamischen Systems ¢ der Vorausset-
zung (K1) geniigt, gibt es eine zufillige Norm || - ||, auf dem R¢, sowie eine (ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit positive) Konstante v € R, so daf fiir beliebige w € © und ¢t € R die
Abschétzung

“‘D(t’ ‘*’)”w,ocw <et (3.46)

erfiillt ist?4. Sei nun Lo > 0 so klein gewihlt, daB die positive Konstante
e (Lo + Lie™) >0

der in (K2) geforderten Annahme geniigt, f sei die zu Lo und f |gxra korrespondierende Abbil-
dung aus Lemma 3.4.4, die auf (Q \ Q) x R? durch 0 fortgesetzt wird, und o beziehungsweise L
seien die dazu gehorenden Abbildungen, die auf Q \ Q konstant fortgesetzt werden.

Man iiberzeugt sich leicht, daf dann die Abbildung A(-) - +f(-,-) allen Voraussetzungen
des Satzes 3.4.3(a) geniigt, d.h. diese Abbildung erzeugt ein stetiges kontinuierliches zufélliges
dynamisches System (?°. Ferner erhilt man wegen Lemma 3.4.4 (a) sofort die Identitit

o(t,w,z) = @(t,w,z) fiir beliebige w € Q,z € U(w),t € Imax(w, ) .

24Genauer gesagt 1iBt sich ¥ € R* beliebig mit ¥ > In o — wihlen. )
250Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist dabei keine weitere Umdefinierung von f nétig — andernfalls geht
man zu einem kleineren €2 iber.
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Als néichstes soll gezeigt werden, dafl der nichtlineare Anteil ¥ des neuen zufélligen dynamischen
Systems ¢ die Bedingungen aus (K2) erfiillt, mit {2 an Stelle von (2. Sei dazu ®(¢,s,w) die
Ubergangsabbildung der linearen zufilligen Differentialgleichung

= A(fw)z .

Es 1afit sich zeigen (man vergleiche dazu ARNOLD [2, Theorem 2.13]), daB dann die Identitat
®(t,s,w) = &(t - s,0,w) gilt, die zusammen mit (3.46) die Abschitzung

18(2, $,w)|0,0,000 < €72 fiir beliebige t>s, w e (3.47)
impliziert. Da @(-,w,z) die globale Lésung des Anfangswertproblems
&= A(Qw)z + f(bw,2) , z(0)==z
ist, liefert die Formel der Variation der Konstanten (2.9) zunéchst
@(t,w,z) = &(t,0,w)z + /ot &(t,5,w)f(O.w, F(s,w,z))ds ,
und damit schliefllich
¥(t,w,z) = /Ot &(t,5,w)f(O,w, 8(s,0,w)z + ¥(s,w, z))ds , (3.48)

fiir beliebige t € R, w € £ und z € RY. Zusammen mit den letzten beiden Ungleichungen in
Lemma 3.4.4(b) (etwa fiir ¢ = 1) und (3.47) ergibt diese Identitit die Abschitzung

- t - - -
”‘I’(t’w’ 17)”0¢w < /0 ”Q(t? S,w)llo,w,o,wllf(osw, Q(3’ O,w)a: + ‘I,('s’w, .'l:))“gawds <

IN

¢ 1
| et Inow)ds < e [ L(0w)ds < Loe,
0 0

fiir beliebige ¢ € [0,1],w €  und 2 € RY, d.h. ¥ erfiillt die in (K2) geforderte Beschranktheits-
voraussetzung. Des weiteren liefern die erste Ungleichung in Lemma 3.4.4(3), (3.47) und (3.48)
fiir beliebige ¢ € [0,1], w € @ und z,7 € R die Abschitzung

1¥(t,w,2) = ¥(t,w,8)low < /ot [12(2, 5,0)llosw 61| | (8o, B(3, 0, )z + ¥ (5,0, 2)) —
—f(8,w, 8(5,0,w)Z + ¥ (s,w,7))||,wds <

[ 0185, 0,0)( - Dl +
[ ¥(s,w,2) — ¥(s,w,%)||g,0)ds -

IN

Unter Verwendung der Abkiirzung v(t) := e || ¥(t,w,z) — ¥(t,w, Z)||g, 138t sich die letzte
Ungleichung folgendermaflen umschreiben:

t _ t
1) / = L(8,0)||8(5, 0, 0w 0,0 ||& — Z||wds + / L(0w)v(s)ds <
0 0

IN

IA

t t
||z — :i'||w/ e e’ L(f,w)ds +/ L(6,w)v(s)ds =
0 0

= ||z - 2||o /0 t L(f,w)ds + /0 t L(B,w)v(s)ds .
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Eine Anwendung des Gronwall-Lemmas 2.1.2 impliziert nun zunéchst die Abschitzung

t t 8 t
W0 < llo=allo [ Dow)ds+ [ (||a: ~all, [ L(o,w)da) L(6,w)ed LOe g <
0 0 0

IN

t
(Lo -l-/ LOL(03w)eL°ds) |z — Z||lw <
0
(Lo + LEe™) llo — &l ,

IN

fiir beliebige ¢ € [0,1], w € Q und z,Z € R?, und daraus folgt schlieBlich
1t w,2) — E(t,0, B)lloew = "0(t) < €7 (Lo + L") |z = 2l ,

fiir beliebige t € [0,1], w € Q) und 2,7 € R? — und die zu Beginn dieses Beweises getroffene
Wahl von Ly zeigt, dal ¥ tatsichlich den in (K2) geforderten Bedingungen geniigt.

Zum vollstindigen Beweis des Satzes miissen also nur noch die in (3.45) enthaltenen Grenz-
wertbeziehungen nachgepriift werden. Seien dazu w €  und T € Rt beliebig, aber fest. Gemif
Lemma 3.4.4(c) gilt dann zunichst

:= inf 0 .
o0 := jnf . o(6w)>0
Des weiteren existiert wegen der Stetigkeit von ¢(-,w,-) — unter Beachtung von ¢(-,w,0) =0
auf R — ein € > 0, so da8 fiir alle £ € R? mit ||¢|| < ¢ die Abschitzung

lle(t,w,6)|| < oo < o(Biw)  fiir jedes t € [-T,T]

erfiillt ist, d.h. fiir beliebige ¢ € RY mit ||¢]| < € gilt tmin(w, &) < =T und tpax(w, ) > T. Damit
ist alles bewiesen. <o

Mit dem soeben bewiesenen Satz 3.4.5 ist es nun auch im kontinuierlichen Fall problemlos
moglich, lokale Ergebnisse fiir zufillige dynamische Systeme, die von einer zufilligen Differenti-
algleichung erzeugt werden, zu erhalten.

Den Abschluf dieses Abschnittes bildet die folgende Bemerkung zur Blockdiagonalisierung
linearer kontinuierlicher zufélliger dynamischer Systeme, die von einer linearen zufélligen Diffe-
rentialgleichung erzeugt werden.

Bemerkung 3.4.6 Der obige Satz 3.4.5 liefert lokale Ergebnisse fiir diejenigen zufilligen dy-
namischen Systeme, die von einer zufélligen Differentialgleichung der Form

& = A(fw)z + f(Oiw, )

erzeugt werden. Dabei wurde stets vorausgesetzt, dafl das von & = A(fw)z erzeugte linea-
re zuféllige dynamische System & in Blockdiagonalgestalt vorliegt, d.h. die Matrix A(w) muB
Blockdiagonalgestalt besitzen. Wihrend es jedoch im deterministischen Fall — wie auch im
zu Beginn dieses Abschnittes behandelten diskreten zufilligen Fall — moglich ist, fiir jedes
beliebige A die erforderliche Blockdiagonalgestalt mittels einer geeigneten Transformation her-
beizufiithren, bereitet dies im Fall der zufilligen Differentialgleichungen Probleme. Auf Grund
von Satz 3.1.9 ist es zwar méglich, das zufillige dynamische System @ in ein lineares zufélliges
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dynamisches System ®* mit Blockdiagonalgestalt zu transformieren, doch im allgemeinen wird
®* nicht mehr von einer zufilligen Differentialgleichung herriihren?®. In gewissen Situationen ist
die Entkopplung dennoch méglich, etwa falls

¢ A von w unabhingig ist,
¢ A(f;w) periodisch in ¢ ist, beziehungsweise
e das Lyapunov-Spektrum von @ einfach ist, d.h. falls A; # A; fiir ¢ # j gilt.

Niheres dazu kann man den beiden Arbeiten ARNOLD, XU [6, 7] entnehmen. o

3.5 Parameterabhingige zufillige dynamische Systeme

In diesem letzten Abschnitt des dritten Kapitels soll noch kurz auf Familien ¢ zufilliger dy-
namischer Systeme eingegangen werden, d.h. auf zufillige dynamische Systeme, die von einem
Parameter @ € R™ abhingen. Genauer gesagt soll der (verallgemeinerte) Satz von Hartman-
Grobman fiir derartige Familien formuliert und bewiesen werden. Die dabei zur Anwendung
kommende Technik ist im deterministischen Fall, wie er etwa in RUELLE [36] behandelt wird,
hinlinglich bekannt. Zur Herstellung der in den vergangenen Abschnitten behandelten Situa-
tion wird ein neues zufilliges dynamisches System ¢ auf dem — um den Parameterraum R™
erweiterten — Zustandsraum R4 x R™ mittels

@(t,w, (z,a)) := (¢*(t,w,z),e) fiir beliebige t€ T,we€ Q,(z,a)€ R x R™

definiert. Auf dieses System lassen sich nun alle Ergebnisse dieser Arbeit anwenden — und
speziell bei der Anwendung des (lokalen) verallgemeinerten Satzes von Hartman-Grobman erhélt
man das folgende Resultat.

Satz 3.5.1 Gegeben sei ein ergodisches metrisches dynamisches System (Q, F, P, (6¢)ieT), mit
der Zeitmenge T = Z oder T = R, sowie dariiber eine Familie o*, a € R™, differenzierbarer
zufilliger dynamischer Systeme der Klasse C' auf dem R® mit Fizpunkt 0, die im Fall T =
R wvon zufilligen Differentialgleichungen erzeugt sein sollen. Fir beliebige t € T und w € Q
sei die Abbildung (z,0) — ¢*(t,w,z) von der Klasse C' und die partiellen Ableitungen seien
stetig beziiglich (t,z,a). Des weiteren bezeichne ®(t,w) := D°(t,w,0) die Jacobi-Matriz der
Abbildung ¢°(t,w) im Ursprung und das lineare zufillige dynamische System & geniige den
Voraussetzungen des multiplikativen Ergodensatzes 3.1.8. Dann wird durch

#(t,w,(z,0)) = (¢*(t,w,z), )

fiir beliebige t € T, w € Q und (z,a) € R x R™, ein differenzierbares zufilliges dynamisches
System auf dem Raum R® x R™ definiert, mit Fizpunkt (0,0) und Linearisierung

(t,w) := D@(t,w,(0,0)) = ( ‘I)(to’w) id]?{m )

26Wegen der in Satz 3.1.9 auftretenden Abbildung P(6:w), die ja nur mefbar ist, ist die Abbildung &*(-,w)z
nur in Ausnahmefillen absolutstetig.
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wobei im Fall T = R noch vorausgesetzt sei, daff & blockdiagonalisierbar im Sinne von Bemer-
kung 3.4.6 ist. Dann gilt der folgende lokale Satz von Hartman-Grobman:

Es ezistieren eine 0;-invariante Menge 2 € F mit P()) = 1 und eine mefbare Abbildung
h:QxRYIx R™ — R? x R™, so daff die Abbildung h(w) := h(w,-) fir beliebige w € Q ein
Homéomorphismus auf dem R? x R™ ist, und daf zu jeder Wahl von w € Q und T > 0 eine
Umgebung Ur(w) von (0,0) existiert mit

ot w, (z,@)) = h(Bw) " ¢*(t,w, h(w)(z, @)

fir beliebige (z,0) € Ur(w) und t € T mit [t| < T. Dabei bezeichnet ¢* ein neues zufdlli-
ges dynamisches System auf dem R% x R™, das auf dem stabilen beziehungsweise instabilen
Oseledets-Raum E*(w) x {0} beziehungsweise E*(w) x {0} mit & ibereinstimmt?’, und das auf
dem zentralen Oseledets-Raum E°(w) x R™ noch einen nichtlinearen Anteil enthdlt?®, der das
Verhalten auf der mindestens m-dimensionalen zufilligen Zentrumsmannigfaltigkeit von ¢ be-
schreibt.

Beweis: Zum Beweis des Satzes miissen die Ergebnisse dieser Arbeit nur in geeigneter Weise
kombiniert werden. Zunichst existiert wegen Satz 3.1.9 (im Fall T = Z) beziehungsweise wegen
Bemerkung 3.4.6 (im Fall T = R) eine mefbare Abbildung P : @ — GL(R% x R™), so daf
durch ) )

@(t,w, (2,@)) := P(6w)@(t,w, P(w) 7! (z, @)

ein zufilliges dynamisches System auf dem R? x R™ definiert wird, dessen linearer Anteil in
Blockdiagonalgestalt vorliegt, und das allen Voraussetzungen des Satzes 3.4.2 (im Fall T = Z)
beziehungsweise des Satzes 3.4.5 (im Fall T = IR) geniigt. In Verbindung mit dem verallgemei-
nerten Satz von Hartman-Grobman (Satz 3.2.8 beziehungsweise Satz 3.3.5) erhdlt man damit
die Existenz von ! — wie auch einen zufdlligen Hom6omorphismus h(w), so daB zu jeder Wahl
von w € Q und T > 0 eine Umgebung U7(w) von (0, 0) existiert, mit

(t,w, (2,0)) = h(Oiw) 71 (8w, h(w)(z, @)

fiir beliebige (z, @) € Ur(w) und t € [T, T)NT, mit einem neuen zufilligen dynamischen System
@*, das entkoppelt und teilweise linear ist. Definiert man abschliefend Ur(w) := P(w)~10r(w),

h(w) := P(w)™ o A(w) o P(w)

und

¢*(t,w, (2,0)) := P(6w) 71§ (t,w, P(w)(z, 0))
so folgen leicht die gewiinschten Aussagen beziiglich ¢. Damit ist alles gezeigt. <
Der soeben bewiesene Satz 3.5.1 findet im Fall m = 1in der Arbeit ARNOLD, XU [8] Verwendung,

in der gezeigt wird, da§ das Verschwinden eines Lyapunov-Exponenten notwendig ist fiir die
stochastische Bifurkation von einem Fixpunkt.

*"Dabei bezeichnet E*(w) den stabilen Oseledets-Raum von @, d.h. die direkte Summe E;(w) ® ... ® Ep(w),
sofern etwa A\;—1 > 0 > )\; gilt. Entsprechend ist E*(w) der instabile Oseledets-Raum von &, d.h. die direkte
Summe der Oseledets-Riume zu positiven Lyapunov-Exponenten.

28Verschwindet etwa der j-te Lyapunov-Exponent von &, so ist E°(w) = E;j(w) — andernfalls gilt E°(w) = {0}.



Anhang A

Hilfsmittel

A.1 Fixpunktsitze und Meflbarkeit

In diesem Abschnitt sollen einige einfache Fixpunktsitze zusammengestellt werden, die im Ver-
lauf der vorliegenden Arbeit mehrfach Verwendung finden. Den Anfang macht das folgende
Lemma, das gewissermaflen ein “meflbares Analogon” zum allgemein bekannten gleichméifiigen
Kontraktionsprinzip ist (man vergleiche etwa [41, p. 125]). Es zeigt, da§ der vom Banachschen
Fixpunktsatz garantierte, eindeutig bestimmte Fixpunkt einer parameterabhingigen Kontrak-
tion mefibar von diesem Parameter abhingt, sofern dies auf die Kontraktion zutrifft.

Lemma A.1.1 Sei (A, A) ein beliebiger Mefiraum und T : R? x A — R? eine meflbare Abbil-
dung, so daff T(-,a) fiir jedes a € A eine Kontraktion auf dem R? ist, beziiglich einer Norm
|- |la- Bezeichnet dann t(a) € R? den eindeutig bestimmten Fizpunkt von T(-,a), fir a € A, so
ist die Abbildung t : A — RY mefbar.

Beweis: Definiert man rekursiv zo(a) := 0 fiir @ € A und z,41(a) := T(z,(a), a) fir beliebige
a € A und n € N, so sind die Abbildungen z, : A —» RY gemif der obigen Voraussetzungen fiir
alle n € INg mef3bar. Des weiteren liefert der Banachsche Fixpunktsatz, unter Beriicksichtigung
der Aquivalenz aller Normen auf dem IRY, fiir beliebige a € A die Beziehung

Jim zp(a) = t(a) .

Damit ist aber ¢ als punktweiser Grenzwert einer Folge mefibarer Abbildungen ebenfalls mefibar.
&

Gegenstand des ndchsten Lemmas sind parameterabhingige Kontraktionen auf gewissen Funk-
tionenrdumen. Auch hier soll wieder die meflbare Abhéngigkeit des vom Banachschen Fixpunkt-
satz garantierten Fixpunktes untersucht werden.

Lemma A.1.2 (A4, A) und (P, P) seien beliebige Mefriume. Ferner sei eine Familie von Ba-
nachrégumen B, C {v : A — R? | v ist mefbar}!, p € P, gegeben, mit stetiger Auswertungsab-

bildung
{B,, - R4

v +— va) ’

1 Wie bereits im ersten Lemma dieses Abschnittes wird im allgemeinen jeder Banachraum B, mit einer eigenen
Norm || - ||, ausgestattet sein.

161
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fir alle p € P und a € A. Schlieflich sei Ty, : B, — By, p € P, eine Abbildungsfamilie, die den
folgenden beiden Bedingungen genigt:

(i) Fir jedes p € P ist die Abbildung T, eine Kontraktion auf B.

(i) Fir jede mefibare Abbildung p: A x P — R? mit u(-,p) € B, fir alle p € P ist die durch
i(a,p) := (Tpu(+,p))(a) definierte Abbildung fi: A x P — R? ebenfalls mefbar.

Bezeichnet dann v*(-,p) € B, den eindeutig bestimmten Fizpunkt von T,, p € P, so ist die
Abbildung v* : A x P — R% mefbar.

Beweis: Definiert man rekursiv mittels

vo(a,p) = 0 firalle a€ A, peP,
vnt1(@,p) = (Tpvn(-,p))(a) firalle a€ A, peP,neN

eine Folge von Abbildungen (¥, )nen,, so liefert (i) fiir beliebige n € INg die Mefibarkeit von
Vn: A X P — RY, sowie die Beziehung v,(+,p) € B, fiir alle p € P. Dariiber hinaus implizieren
die Voraussetzung (i) und der Banachsche Fixpunktsatz fiir jedes p € P die Identitét

V*(',p) = nll,nc}o l/n(-,p) in BP .

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Auswertungsabbildungen gilt nun fiir beliebige a € A
und p € P die Beziehung
v*(a,p) = nll»I%o vp(a,p) in RY,

d.h. v* ist der punktweise Grenzwert einer Folge meBbarer Abbildungen — und somit selbst
mefbar. <&

Auch das nun folgende letzte Lemma dieses Abschnittes behandelt eine dhnliche Situation wie
eben, untersucht aber die stetige Abhingigkeit von den Argumenten (a,p) € A X P.

Lemma A.1.3 Seien A und P beliebige metrische Rdume. Ferner sei ein Banachraum B C
{v: A - R?| v ist stetig} gegeben, so daf fir allev € B und a € A die Abschitzung

|l(a)l] < e(a)]lv|

erfillt ist, mit einer lokal beschrinkten Abbildung c : A — ]Rg' . Schlieflich sei T, : B — B,
p € P, eine Abbildungsfamilie, die den folgenden beiden Bedingungen geniigt:

(i) Fir beliebige p € P und vy,v, € B gilt die Abschitzung
|Tpr1 — Tpral|l < Cllvy — 1al,

wobei die reelle Konstante 0 < C < 1 unabhdngig von p € P ist. Mit anderen Worten: Die
Abbildung T), ist eine Kontraktion auf B, gleichmdfig in p € P.

(i) Fiir jede stetige Abbildung pu: A x P — R? mit

e u(-,p) € B fiir allep € P,
o {||u(:,p)|| : p € P} ist beschrinkt,
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gilt fir die durch fji(a,p) = (Tpp(-,p))(a) definierte Abbildung i : AX P — RY:

e [i ist stetig,
o {||a(:,p)|| : p € P} ist beschrinkt.

Bezeichnet dann v*(-,p) den eindeutig bestimmten Fizpunkt der Kontraktion T), fir p € P, so
ist die Abbildung v* : A x P — R stetig.

Beweis: Sei X der Vektorraum aller stetigen Abbildungen u : A x P — RY, die die folgenden
beiden Bedingungen erfiillen: '

e u(-,p) € B fiir alle p € P,
o die Menge {||p(+,p)|| : p € P} ist beschrénkt.
Es 1488t sich leicht zeigen, dafl X durch die Definition

[|pll] := sup{||u(-,p)l|:p€ P} , pneX

zum Banachraum wird?. Definiert man nun eine Abbildung T durch

(Te)(a,p) := (Tpu(,p))(a) fir a€A,peP,

fiir beliebiges p € X, dann ist gemaf der Voraussetzung (%) die Abbildung Ty fiir jedes u € X
in X enthalten, d.h. es gilt T : X — X. Seien nun pu;,us € X beliebig. Dann liefert zunichst
die Voraussetzung (%) fiir alle p € P die Abschédtzung

[(Tp1)(-sp) = (Tp2)(, )| £ Cllpa (s, p) — w2 (-, p)|| < Clllpa — palll

und weiter
|| Tp1 — Tusll| £ Clllpa — pelll -

Wegen 0 < C < 1 ist die Abbildung T eine Kontraktion auf X — mithin besitzt sie einen
eindeutig bestimmten Fixpunkt u*. Gemafl Konstruktion der Abbildung T gilt aber fiir beliebiges
p € P die Identitdt p*(-,p) = Tpp*(-,p), und somit p* = v*. Damit ist alles gezeigt. <

2Offensichtlich ist |||-||| eine Norm auf X. Zum noch fehlenden Nachweis der Vollstindigkeit von X sei (fn)nem
eine beliebige Cauchy-Folge in X. Wegen der fiir beliebige n,m € IN und p € P giiltigen Beziehung

Nem (- 2) = (s P)|| < [l pm — pnll]

ist zundchst (pn(-,p))new eine Cauchy-Folge in B, fiir jedes p € P. Unter Verwendung der vorausgesetzten
Vollstindigkeit von B 1ifit sich dann mittels

u(»p) = lim pn(,p) € B

eine Abbildung s : A x P — RR® mit p(-,p) € B fiir p € P definieren — und man verifiziert sofort, daff die
Menge {||#(-,p)|| : p € P} beschrinkt ist. Unter Beachtung der fiir beliebige ¢ € A, p € P und n,m € IN giiltigen
Abschitzung

|lm (@, p) = pn(a, P)I| < c(a)llm(:,p) = un (-, P)I| < c(a)lllm — palll
erkennt man abschlieflend leicht, daB zu beliebigem ao € A eine Umgebung U C A existiert, so daf die Funktio-
nenfolge (fn)new auf U x P gleichmifig konvergiert — und somit ist g stetig.



164 ANHANG A. HILFSMITTEL

A.2 Ein Existenzsatz fiir zufillige Differentialgleichungen

Um die vorliegende Arbeit in sich méglichst geschlossen zu halten, soll in diesem zweiten
Abschnitt des Anhangs ein globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir parameterabhangige
zufillige Differentialgleichungen bewiesen werden, der auf alle im zweiten Kapitel auftauchenden
Gleichungen angewandt werden kann. Der Beweis orientiert sich dabei an einem entsprechenden
Ergebnis der Arbeit [41, pp. 10ff].

Satz A.2.1 Gegeben seien ein nichtleeres Intervall I C R, ein metrischer Raum P, sowie ein

Megraum (2, F). Weiter seien f : Ix @ x R x P — R® und £,£p : I x @ — R{ mefbare
Abbildungen, so daff fiir beliebiget € I, w € Q, z,y € R und p € P die Abschitzungen

[1f(t,w,2,p) = ft,w, 9, 0)I| < £(t,w)||z - 9| (A.1)

||f(t,w,0,p)|| < ZO(t’w) (A°2)

erfillt sind®, die Abbildungen £(-,w) und fo(-,w) lokal integrierbar sind, und die Abbildung
f(t,w,z,-) stetig ist. Dann besitzt die parameterabhingige zufillige Differentialgleichung

& = f(t,w,z,p) (A3)

fiir beliebiges (7o, wo, €0, p0) € I X Q X R? x P genau eine Losung A(+; To,wo, €0, Po) : I — R4, die
der Anfangsbedingung z(7o) = o geniigt, zu den Parameterwerten wo und po. Dariiber hinaus
ist die Abbildung A : I x I x @ x R% x P — RY mefbar und fiir beliebiges w € Q ist die Abbildung
A(s5 ey w, -, -) stetig.

Beweis: Offensichtlich geniigt es, den Spezialfall eines kompakten Intervalles I = [a,b] C IR zu
betrachten. Sei nun X := C(I,RR?) der Banachraum aller stetigen Abbildungen p : I — RY,
versehen mit der tiblichen Norm |||p||| := max{||x(t)|| : ¢ € I}. Ferner sei die Abbildung

T:XxIxQxRIxP— X

definiert durch :
T(/-‘, TO,wﬂafo,pO)(t) = 60 + / f(s""Oa ,u(s),po)ds »
70

fiir beliebige t € I'*. Zunichst soll gezeigt werden, daf fiir beliebige u,v € X, t,70 € I, wp € Q,
€ € RY, po € P und n € IN die Abschitzung

n " 1 "
[|1T™ (g, T0, wo, €0, Po)(t) — T™ (v, T, wo, €0, Po)(t)|| < o e =2l (A4)

¢
/ £(s,wo)ds
70

erfiillt ist, wobei T"(+, 7o, wo, &0, Po) die n-te Iterierte des Operators T'(-, 7o, wo, &0, Po) bezeichnet
(man vergleiche dazu [41, p. 126]).

*Die Aussagen des Satzes bleiben natiirlich auch dann noch richtig, wenn diese Abschitzungen nur fiir
Lebesgue-fast alle ¢ € I gelten.
*Die Existenz des Integrals folgt unter Beachtung der fiir beliebige s € I giiltigen Abschitzung

[1£(s,wo, u(s),p0)l] < |If(8,wo,n(8),po) — (3, w0,0,po)l| + || £(8,w0,0, po)|| <
< (s, wo) - |lle]ll + Lo(s, wo)

unmittelbar aus der vorausgesetzten lokalen Integrierbarkeit von £(-,wo) und £o(-, wo).
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Der Beweis dieser Abschitzung erfolgt durch vollstindige Induktion iiber n. Fiir n = 1 erhélt
man unter Verwendung von (A.1) leicht

“T(/"’ 70, o, fo,po)(t) - T(Va To, W0, €0, pO)(t)” <
t
< /T |1 £(s,wo, #(8); Po) — f(s,wo,v(8),po)llds| <

< |/ (s, w0)|[1(s) — ¥(s)llds

t
< / £(s,wp)ds
70

<

e =2l -

Sei also (A.4) fiir n € IN bewiesen. Dann folgt fiir n + 1 unter Verwendung von (A.1) zunichst
die Abschétzung

”Tn+l(/'l" To, Wo, EOaPO)(t) - Tn+l(l/7 70, Wo, 60’ po)(t)” =
[|T(T™(, 70, wo, €0, Po)s To, wo, €0, Po)(2) — T(T™ (v, T0, wo, €0, Po); To, wo, €0, Po)(B)]] <

< | eI o0 0)(6) = T (07t o )6 s <
< Mlu= il | [ tsyo0) 2| [ ornao] ]
0 VAN
und unter Beachtung der Identitit
t 1 s n 1 t n+1
/Tol(s,wo)-;! /TOK(a,wo)da ds| = T /fof(s,wo)ds ,

die eine leichte Folgerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung fiir absolutste-
tige Funktionen ist (man vergleiche dazu etwa WALTER [40, Satz 9.23]), erhilt man sofort die
Giiltigkeit der Abschitzung (A.4) fiir n + 1.

Sei nun wy €  beliebig, aber fest. Es soll gezeigt werden, dafl dann die Abbildung
T(-,-,wo,+,-) stetig ist. Zunichst geniigt es wegen der aus (A.4) fiir beliebige y,v € X und
(1,€,p) € I x R4 x P folgenden Abschitzung .

b
I”T(/J”T’wOa€7p) - T(”) T,Cdo,&,p)l” < / Z(s,wo)ds : I”u - Vl”
offensichtlich, die Stetigkeit der Abbildung T'(uo, -,wo, -, ) fiir beliebiges po € X nachzuweisen
(man vergleiche dazu auch Lemma A.2.5 in der Arbeit [41]). Diese folgt jedoch unter Beachtung
der fiir beliebige ¢ € I und (7,¢,p), (10, 0,20) € I x RY x P giiltigen Abschitzung
||T(/.t0, T, Wo, 5, p)(t) - T(“O’ To, Wo, an pO)(t)” =
t t
= lle+ [ £(sv0, (o), p)ds — o = [ £(s,0, o(s), po)dsl] <
T 0
[ 55,0, o), po)lds
o

[ 155160, 1(5),) = F5,100, (), )l

IN

1€ = &ol| + +

+ <
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< I —&ll +

/rr “f(S,O)o, ”0(8)71’0)”ds +

b
+ / 11£(5, w0, pto(s), ) — £(8, w0, iols), po)l|ds

unmittelbar aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue (vergleiche BAUER [11, Satz 15.6])°, denn
danach konvergieren fiir 7 — 7 beziehungsweise p — po die beiden Integrale gegen 0.

Jetzt 148t sich der Beweis des Satzes schnell zu Ende fithren. Dazu wahlt man zundchst die
natiirliche Zahl n so grof}, daB die Ungleichung

% (/:Z(.s,o.:o)ds),1 <1

erfiillt ist, und beachtet die wegen (A.4) fiir beliebige u,v € X und (7o,£0,p0) € I x R x P
giiltige Abschitzung

| T™ (g, 70, wo, &0, Po) — T™ (¥, T0, w0, €0, Po)||| < - (/a f(S,wo)dS) e =l

[\ 7

<1
so liefert das gleichméfige Kontraktionsprinzip fiir jede Wahl von (7o, wo, &0, Po) €inen eindeutig
bestimmten Fixpunkt A(-;7o,wo, &0, p0) von T™(-,To,wo, o, o), der somit natiirlich auch der

eindeutig bestimmte Fixpunkt von T'(:, 7o, wo, &0, Po) ist (vergleiche Satz A.2.4 in [41]). Dariiber
hinaus ist die Abbildung

IXRixP — X ‘
(TO’ 'vapO) iand A(a To, Wo, fo,Po)

fiir beliebiges wp € 2 stetig, und dies liefert mit

“A(t; T,Wo, €a p) - ’\(tO; To, Wo, 60’1’0)” S
S ”’\(ta T,Wo, €’p) - A(t; To, Wo, 60,p0)“ + ”’\(t'i To, Wo, §o,Po) - A(t(); To, wWo, 6071’0)“ S
S |”’\(';T,w0’§ap) - ’\(a To, Wo, ﬁo,Po)Hl + “’\(t’ TO,wO’é.OapO) - A(tO; 70, wOafO,pO)“

auch die Stetigkeit der Abbildung

IXIXxRIxP — R4
(t,70,€0,00) = A(t; 70, w0, &0, Po)

fiir beliebiges wy € Q. Da eine Funktion g € X offensichtlich genau dann Fixpunkt von
T(-,70,wo, &0, Po) ist, wenn sie eine Lésung der Differentialgleichung (A.3) zu den Parameter-
werten wo und pg ist und der Anfangsbedingung p(7p) = o geniigt, fehlt zum vollstindigen
Beweis des Satzes nur noch der Nachweis der MeBbarkeit von M. Dies folgt jedoch leicht aus
Lemma A.1.2, denn induktiv 148t sich unter Verwendung des Satzes 23.6 aus BAUER [11] zeigen,
daff T" die Voraussetzungen des Lemmas A.1.2 erfiillt. <

Zum Abschlufl dieses Abschnittes soll noch ein Lemma bewiesen werden, das im Beweis des
Satzes 2.3.1 Verwendung findet.

*Die dazu benétigten integrierbaren Majoranten fiir die jeweiligen Integranden sind gemif (A.1) und (A.2)
durch £(-,wo)||to(:)|] + £o(+, wo) beziehungsweise durch 2€(-,wo)||uo(-)|] + 2o(:, wo) gegeben.
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Lemma A.2.2 Gegeben sei eine parameterabhingige zufillige Differentialgleichung

= f(t,w,:v,p) (A5)

die den Voraussetzungen des Satzes A.2.1 geniigt, und \ sei die von diesem Satz garantierte
allgemeine Losung von (A.5). Des weiteren seien 19 € I und w € ) beliebig, aber fest gewdhlt,
und die Abbildung o : P — R? sei beschrinkt, d.h. es ezistiert eine Konstante M > 0 mit

[lto(p)|| < M fir beliebige pe€ P .

Dann gibt es zu jeder Wahl von € > 0 ein § > 0, so daff fir beliebige T € I mit |7 — 10| < § und
beliebige p € P die Abschdtzung

[|A(7; 70, w, po(p), P) — o(P)|| < €

erfillt ist, d.h. es gilt
1_lim A(T; 70, w, po(p),p) = po(p)  gleichmdfig beziglich p € P .
—T0

Beweis: Sei abkiirzend u(t,p) := A(%; 70, w, to(p), p). Dann liefert die fiir beliebige 7 € I und
p € P giiltige Abschitzung

IN

|le(r, p)I| <

”.U'O(p)” + L: ”f(s,w,y,(s,p),p)”ds
[ e o, + tas, )

/1-: Lo(s,w)ds /T: £(s,w)||u(s,p)||ds

IN

M+ <

IN

M+ +

zusammen mit dem Gronwall-Lemma 2.1.2 die Ungleichung

/T Lo(s,w)ds /f (M + /0 Lo(s,w)ds
T T0 T0

0
d.h. es existiert eine Konstante C > 0, so daf§

llu(m,p)Il < M + + )z(a,w)elf: Uuw)du g

[|p(m,p)|| £ C fiir beliebige 7 € I mit |r — 79| < 1 und beliebige p € P

gilt. Damit erhilt man fiir beliebige 7 € I mit |7 — 79| < 1 und p € P zunichst die Ungleichung

<

150, to,) s
" to(s,w)d " 4(s,w)d
/m o(s,w)ds /1‘0 (s,w)ds

[lu(T,p) = po(@)ll <

IA

+C-

’

und daraus folgt schliefilich — da die rechte Seite nicht mehr von p abhingt und fir 7 — 7
gegen 0 konvergiert — unmittelbar die Behauptung des Lemmas. o
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idy
XA

L(R9)
GL(RY)
(Q, F,P)

L7(Q, F, P)
C(X,Y)

fog

A(t)

D f(o)

In

&
a

+

natiirliche Zahlen, natiirliche Zahlen inklusive 0

ganze Zahlen, ganze Zahlen > 0,>0,<0,<0

rationale Zahlen

reelle Zahlen, reelle Zahlen > 0,>0,<0,<0

erweiterte reelle Zahlengerade, d.h. R = RU {#o0}, R =
Rt U {+o0}, ...

d-dimensionaler euklidischer Raum

Raum der d X d-Matrizen mit reellen Eintragen

komplexe Zahlen

Z oder R (Zeitmenge)

abgeschlossene ¢-Umgebung des Punktes z in einem Banach-
raum X, dh. Be(z)={y € X : |ly—=z|| < ¢}

identische Abbildung auf X

charakteristische Funktion der Menge A C X, d.h. es gilt
xa(z)=1firz € A, und x4(z)=0firz ¢ A

Menge der linearen Abbildungen auf dem R?

Gruppe der linearen Isomorphismen auf dem R4
Wahrscheinlichkeitsraum mit Ereignisraum 2, o-Algebra F
und Wahrscheinlichkeitsmafl IP '
p-fach integrierbare Abbildungen von Q nach R?

stetige Abbildungen von X nach Y, mit beliebigen topolo-
gischen Rdumen X und Y

Komposition zweier Abbildungen f und g, d.h. (fog)(z):=
f(g(2))

Ableitung der Funktion A : I — RY im Punkt ¢t € I, mit
einem Intervall I C R

Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Abbildung f : R¢ —
R? im Punkt zo :

positiver Anteil des natiirlichen Logarithmus, d.h. es gilt
In*t 2 := max{0,lnz}

Ende eines Beweises

Ende einer Bemerkung

168



Abbildungsverzeichnis

1.1 Zur Definition der topologischen Aquivalenz . . . .. . .. .. ... ........
1.2 Zufillige invariante Unterraumbiindel . . ... ... ... ... .. ........
1.3 Zufillige invariante Faserbiindel . . . . . . ... ... ... ... ... . ...,
14 Zur Teilung des Spektrums o(A)von A . . .. ... ... ... ... ...
1.5 Die Abbildung 7*/ inder Faser k=K . . . . . v v vt i it e
1.6 Zufillige invariante Faserbiindel durch die Losung p = A(+; ko, w, &) . . . . -« . .
1.7 Die Phasenabbildungen . . ..... ... .. ... . ... .
18 ZuLemma 1.6.1(a) . . . . . . v i i it e e e
2.1 Zuféllige invariante Mannigfaltigkeiten . . . . . ... ... ... .. ... .....
2.2 Zur Teilung des Spektrums o(A)von A . . . . . .. ... oo
2.3 Zufillige invariante Mannigfaltigkeiten durch eine w-Lésung px . . . . . . . .. ..
3.1 Die Zustandsentwicklung bei einem dynamischen System . . . . .. ... ... ..
3.2 Die Zustandsentwicklung bei einem zufélligen dynamischen System . . . ... ..
3.3 Der von ¢ erzeugte SchiefproduktfluB @ . ... ... ... .. ... ........
3.4 Zur Wahl der Konstanten a; 4, @;— und § im hyperbolischen Fall . . . . . .. ..
3.5 Zufillige invariante Mannigfaltigkeiten . . . . . ... ... ... .. ... .....
3.6 Wachstumsverhalten von ¢(-,w,§) in der stabilen zufilligen Mannigfaltigkeit

3.7 Losungsverhalten eines deterministischen linearen Beispiels . . .. ... ... ..
3.8 Zur asymptotischen Anndherung an S*(w) . . ... ... ...
3.9 Der Satz von Hartman-Grobman fiir diskrete zufillige dynamische Systeme . . .
3.10 Lokale zufdllige invariante Mannigfaltigkeiten . . . .. .. ... .. ... ... ..

169



Literaturverzeichnis

(1] H. Amann, Ordinary Differential Equations. De Gruyter, Berlin — New York (1990).
[2] L. Arnold, Random Dynamical Systems. In Vorbereitung. |

[3] L. Arnold, Generation of Random Dynamical Systems. Report Nr. 280, Institut fiir Dyna-
mische Systeme, Universitit Bremen (1993).

[4] L. Arnold, H. Crauel, Random dynamical systems, in L. Arnold, H. Crauel, J.-P. Eckmann
(eds.), Lyapunov Ezponents. Lecture Notes in Mathematics 1486, Springer, Berlin — Hei-
delberg (1991).

[5] L. Arnold, P. Imkeller, Anticipative problems in multiplicative ergodic theory. Preprint,
Universitdt Bremen (1993).

[6] L. Arnold, K.-D. Xu, Normal forms for random differential equations. Report Nr. 256,
Institut fiir Dynamische Systeme, Universitdt Bremen (1991).

[7] L. Arnold, K.-D. Xu, Simultaneous normal form and center manifold reduction for random
differential equations. Report Nr. 259, Institut fiir Dynamische Systeme, Universitit Bremen
(1991).

[8] L. Arnold, K.-D. Xu, Invariant measures for random dynamical systems and a necessary
condition for stochastic bifurcation from a fized point. Report Nr. 283, Institut fiir Dyna-
mische Systeme, Universitit Bremen (1993).

[9] B. Aulbach, A reduction principle for nonautonomous differential equations. Archiv der
Mathematik 39 (1982), 217-232.

[10] B. Aulbach, Hierarchies of invariant manifolds. Journal of the Nigerian Mathematical So-
ciety 6 (1987), 71-89.

[11] H. Bauer, Map- und Integrationstheorie. De Gruyter, Berlin — New York (1990).

[12] P. Boxler, A stochastic version of center manifold theory. Probability Theory and Related
Fields 83 (1989), 509-545.

[13] H. Bunke, Gewdéhnliche Differentialgleichungen mit zufilligen Parametern. Akademie-
Verlag, Berlin (1972).

(14] A. Carverhill, Flows of stochastic dynamical systems: ergodic theory. Stochastics 14 (1985),
273-317.

170



LITERATURVERZEICHNIS 171

[15] S. Dahlke, Invariante Mannigfaltigkeiten fir Produkte zufdlliger Diffeomorphismen. Disser-
tation, Universitit Bremen (1989).

[16] I. I. Gihman, A. V. Skorohod, Stochastic Differential Equations. Springer, Berlin — Heidel-
berg — New York (1972).

[17] D. M. Grobman, Homeomorphisms of systems of differential equations. Doklady Akademii
Nauk SSSR 128 (1959), 880.

[18] D. M. Grobman, The topological classification of the vicinity of a singular point in n-
dimensional space. Mathematics of the USSR - Sbornik 56 (1962), 77-94.

[19] J. K. Hale, Ordinary Differential Equations. Robert E. Krieger, Malabar, Florida (1980).

[20] P. Hartman, A lemma in the theory of structural stability of differential equations. Procee-
dings of the American Mathematical Society 11 (1960), 610-620.

[21] P. Hartman, On the local linearization of differential equations. Proceedings of the American
Mathematical Society 14 (1963), 568-573.

[22] P. Hartman, Ordinary Differential Equations. Birkhduser, Boston — Basel — Stuttgart
(1982).

[23] R. Z. Hasminskii, Stochastic Stability of Differential Equations. Sijthoff and Noordhoff,
Alphen (1980).

[24] S. Hilger, Fin Mapkettenkalkil mit Anwendung auf Zentrumsmannigfaltigkeiten. Disserta-
tion, Universitit Wiirzburg (1988).

[25] S. Hilger, Generalized theorem of Hartman-Grobman on measure chains. Preprint (1992).

[26] M. W. Hirsch, C. C. Pugh, M. Shub, Invariant Manifolds. Lecture Notes in Mathematics
583, Springer, Berlin — Heidelberg — New York (1977).

[27] M. C. Irwin, Smooth Dynamical Systems. Academic Press, London (1980).

[28] A. Kelley, The stable, center-stable, center, center-unstable, unstable manifolds. Journal of
Differential Equations 8 (1967), 546-570.

[29] A. Kelley, Stability of the center-stable manifold. Journal of Mathematical Analysis and
Applications 18 (1967), 336-344.

[30] U. Kirchgraber, K. J. Palmer, Geometry in the Neighborhood of Invariant Manifolds of
Maps and Flows and Linearization. Longman Scientific and Technical, London (1990).

[31] H. Kunita, Stochastic Flows and Stochastic Differential Equations. Cambridge University
Press, Cambridge (1990).

[32] V. 1. Oseledets, A multiplicative ergodic theorem. Lyapunov characteristic numbers for dy-
namical systems. Transactions of the Moscow Mathematical Society 19 (1968), 197-231.

[33] K. J. Palmer, A generalization of Hartman’s linearization theorem. Journal of Mathematical
Analysis and Applications 41 (1973), 753-758.



172 LITERATURVERZEICHNIS

[34] K. J. Palmer, Linearization near an integral manifold. Journal of Mathematical Analysis
and Applications 51 (1975), 243-255.

[35] V. A. Pliss, Principal reduction in the theory of stability of motion. Izvestiya Akademii
Nauk SSSR, Seriya Matematika 28 (1964), 1297-1324 (Russisch).

[36] D. Ruelle, Elements of Differentiable Dynamics and Bifurcation Theory. Academic Press,
San Diego — London (1989).

[37] G. R. Sell, The structure of a flow in the vicinity of an almost periodic motion. Journal of
Differential Equations 27 (1978), 359-393.

[38] A. N. Shoshitaishvili, Bifurcations of topological type at singular points of parametrized
vector fields. Functional Analysis and its Applications 6 (1972), 169-170.

[39] A. N. Shoshitaishvili, Bifurcations of topological type at singular points of parametrized
vector fields. Tr. Semin. I. G. Petrovskii 1 (1975), 279-309 (Russisch).

[40] W. Walter, Analysis II. Springer, Berlin — Heidelberg (1990).

[41] Th. Wanner, Invariante Faserbiindel und topologische Aquivalenz bei dynamischen Pro-
zessen. Diplomarbeit, Universitit Augsburg (1991).



Name:
Geboren am:
Staatsangehorigkeit:

Schulbildung:

Grundwehrdienst:

Studium:

Berufstitigkeit:

Lebenslauf

1973-1977
1977-1986
1986 (Mai)
1986-1987
1987-1991

1991 (Oktober)
1991-1993

seit 1993 (September)

Thomas Wanner
19. Juli 1967 in Augsburg
deutsch

Volksschule Elisenstrafle, Augsburg
Holbein-Gymnasium, Augsburg
Abitur

Bundeswehr

Studium der Mathematik an der Universitat
Augsburg

Diplom-Hauptpriifung

Stipendiat am Graduiertenkolleg “Mathema-
tik — Analyse, Optimierung und Steuerung
komplexer Systeme” der Universitit Augsburg

Wissenschaftlicher Mitarbeiter am Lehrstuhl
von Prof. Dr. Hansjorg Kielhofer, Universitit
Augsburg



	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	1. Zufällige Differenzengleichungen
	1.1 Grundlegende Begriffe und Definitionen
	1.2 Quasibeschränkte Lösungen
	1.3 Zufällige invariante Faserbündel
	1.4 Hierarchien und zentrale Faserbündel
	1.5 Asymptotische Phasen
	1.6 Topologische Entkopplung
	1.7 Topologische Linearisierung

	2. Zufällige Differentialgleichungen
	2.1 Grundlegende Begriffe und Definitionen
	2.2 Quasibeschränkte Lösungen
	2.3 Zufallige invariante Mannigfaltigkeiten
	2.4 Hierarchien und zentrale Mannigfaltigkeiten
	2.5 Asymptotische Phasen
	2.6 Topologische Entkopplung
	2.7 Topologische Linearisierung

	3. Zufällige dynamische Systeme
	3.1 Definitionen und lineare Theorie
	3.2 Diskrete zufällige dynamische Systeme
	3.3 Kontinuierliche zufällige dynamische Systeme
	3.4 Lokale Ergebnisse
	3.5 Parameterabhängige zufällige dynamische Systeme

	A. Hilfsmittel
	A.1 Fixpunktsätze und Meßbarkeit
	A.2 Ein Existenzsatz für zufällige Differentialgleichungen

	Symbolverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Literaturverzeichnis
	Lebenslauf

